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Introducción 


El álgebra es una materia tan amplia que este volumen no puede 
considerarse sino una introducción elemental a ella. Constituye un 
intento de capacitar al estudiante autodidacta para aprender lo esen- 
cial sobre los principios y fundamentos de este área, dándole así 
la posibilidad de continuar con el estudio de tratados más avan- 
zados y especializados. Proporciona también, dentro de los limites 
propios de un libro de esta clase, el conocimiento del álgebra que 
precisa un estudiante de temas afines a las matemáticas, o de las 

? aplicaciones de las matemáticas a la ingeniería, etc. En consecuencia, 
no se han incluido algunas de aquellas secciones elementales de 
poca utilidad para los propósitos expuestos. 

Los ejercicios son progresivos, y pensados tanto para que el es- 
tudiante pueda comprobar sus conocimientos en la parte ya estu- 
diada, como para proporcionar material destinado a ejercitarle en 
la manipulación algebraica, tan esencial. Contienen pocos proble- 
mas académicos, complicados y más allá de las necesidades prac- 
ticas de un estudiante normal. 

Al final del libro se ha añadido un apéndice, sin ejercicios, 
que es un resumen muy breve del significado de las permutaciones 
y combinaciones, el teorema del binomio y la naturaleza de las 
Falces de una ecuación de segundo grado, junto con aquellas fór- 
mulas que ¡os estudiantes puedan precisar cuando comienzan su 
trabajo en el análisis u otras ramas de las matemáticas. 
bl Med hemos Pasado por alto las leyes fundamentales del 

q bn E nemos omitido, debido a exigencias de espacio, sus prue- 
Osas. Esperamos, sin embargo, que estas omisiones no 
Menoscaben el fundamento lógico de la materia. 
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Hemos puesto énfasis en los aspectos gráficos de ciertas partes 
del tema, ya que la experiencia muestra que proporcionan una 
ayuda estimulante y esclarecedora para el estudiante. 

No se requiere en este libro más conocimientos matemáticos 
previos que los de aritmética. Hemos hecho ocasionalmente refe- 
rencia a teoremas de geometria o de trigonometría para provecho 
de los estudiantes familiarizados con dichas ciencias. 

El autor desea expresar su deuda con C. E. Kerridge, licenciado 
en Ciencias, por el uso de ejemplos extraidos del National Certi- 
ficate Mathematics, vol. l, y también a H. Marshall, licenciado en 
Ciencias, por la utilización de ejemplos del volumen 11 de la misma 
obra. También desea hacer constar su gratitud a S. R. Morrell por 


la valiosa ayuda que le ha proporcionado en la corrección de las 
pruebas. 


P. Abbott 


El significado del álgebra 


1.1. Álgebra y aritmética 


El álgebra, como la aritmética, trata con números. Fundamen- 
| talmente, los dos temas tienen mucho en común; es más, se ha 
| llamado al álgebra «aritmética generalizada», aunque sea una des- 

cripción muy incompleta. Hubiera sido mejor decir, tal vez, que el 
álgebra es una extensión de la aritmética. 

Ambas materias emplean las operaciones fundamentales de adi- 

ción, sustracción, multiplicación y división de números, con las 
| mismas leyes. En ambas se usan los mismos símbolos, +, —, Xx, 
+, para indicar las citadas operaciones, pero en el álgebra, a me- 
dida que se desarrollan nuevos procesos, se inventan nuevos sím- 
bolos para designar las operaciones. Términos como fracciones, 
razón, proporción, raíz cuadrada, etc., tienen el mismo significado en 
ambos campos, y su uso está gobernado por idénticas reglas. 

En aritmética empleamos números concretos: operamos con éstos 

y Obtenemos resultados numéricos concretos. Sin embargo, en álge- 

bra, aunque en ocasiones utilicemos números concretos, tratamos 

Primordialmente con expresiones y resultados generales, en los cua- 

les, letras y otros simbolos representan números sin concretar ni 
| especificar. 

Esto Puede parecer vago al principiante, pero el siguiente ejemplo 

servirá para aclarar lo que queremos decir. 


ÓN 
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1.2. Fórmulas 


En aritmética aprendemos que para hallar el área del suelo de 
una habitación de forma rectangular, «multiplicamos la longitud de 
la habitación por la anchura». Podemos expresar esto en la forma: 
El área de un rectángulo, en metros cuadrados, es igual a la longitud 
en metros por la anchura en metros. 

Esta regla se acorta en álgebra mediante el empleo de letras 
como simbolos que representan las magnitudes. Asi: 


La letra [ representa «la longitud en metros». 
La letra a representa «la anchura en metros». 
La letra A representa «el área en metros cuadrados». 


Con estos simbolos, la regla anterior puede escribirse como: 
A=lxa 


Mediante esta forma reducida expresamos la regla para hallar el 
área de cualquier rectángulo, es una regla general y se llama fór- 
mula. Su descripción completa sería: 


La fórmula para obtener el área del rectángulo. 


Debemos notar que en la fórmula anterior no existe mención 
de unidades. Ello es porque es cierta, no importa qué unidades se 
empleen. Es necesario, sin embargo, que sean de la misma clase: 
si | y a se miden en milimetros, A será el área en milimetros 
cuadrados. Si se miden en metros, Á estará en metros cuadrados. 

Cuando se utilice la fórmula para un caso concreto, es impor- 
tante enunciar claramente qué unidades empleamos para | y a. De 
ahi se concluirán las unidades de A. 

Se ha dicho que el álgebra es una especie de taquigrafía, y el 
ejemplo anterior en el que una frase ha sido reducida a 


Á=lxa 


ilustra la descripción, pero a medida que el estudiante progrese 
descubrirá que es una definición incompleta. Desde un inicio tan 
simple como éste, el álgebra evoluciona hasta convertirse en el ins- 
trumento más poderoso que se emplea en matemáticas. 
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Los antiguos griegos contaron con algunos de los más gran- 
des matemáticos de la historia, pero su trabajo se centraba prin- 
cipalmente en la geometría. Hicieron pocos progresos en álgebra, 
ya que los simbolos que podían utilizar eran extremadamente re- 
ducidos. Ni siquiera disponían de simbolos aparte para los números, 
como los que fueron introducidos más tarde por los árabes, los 
cuales utilizamos hoy, sino que empleaban letras del alfabeto para 
representar números. Los romanos estaban restringidos de una ma- 
nera similar, y tampoco esta nación usó el sistema de notación 
decimal. El estudiante apreciará algo de la gran ventaja que los 
símbolos apropiados tienen en matemáticas si, como un ejemplo, 
escribe el número del presente año en números romanos e intenta 
muitiplicarlo, digamos que por 18, también expresado en romanos. 

Para el progreso en la manipulación y el desarrollo general del 
tema, no es preciso únicamente disponer de simbolos, sino que 
éstos deben ser apropiados. La historia de las matemáticas revela 
que muchos de los símbolos que hoy son familiares a nosotros 
han sido encontrados mediante un lento proceso evolutivo que ha 
durado incluso siglos. 

Cuando se utilizan letras para representar números es posible 
cualquier elección. En la fórmula anterior, aunque hemos emplea- 
do A, ! y a, podríamos haber utilizado otras letras, si fuzsen más 
apropiadas. Sin embargo, ciertas letras se reservan, por costumbre, 
Para propósitos específicos, y los mismos simbolos se usan invaria- 
blemente para denotar ciertos números, lo cual será evidente para 
el estudiante a medida que avance en la lectura. 

Pero cualesquiera que sean las letras que se empleen para re- 


S ] ! 
olver problemas, el estudiante debe observar con todo cuidado lo 
Que sigue: 


l. : , : 
Debe enunciarse claramente qué representa cada simbolo. 


Si intervienen medidas de cualquier clase, debe definirse 
claramente la unidad empleada. 


1.3, 
Transformación de fórmulas 


El estu 
tegla t 
“omo 


Ar e puede estar inclinado a preguntarse por qué una 
de emental como el área de un rectángulo debe expresarse 
a fórmula mediante el empleo de símbolos algebraicos. 


A e 
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Pero éste es un ejemplo, seleccionado por su simplicidad, para acla- 
rar el significado de una fórmula algebraica. Incluso en este caso 
es posible, en alguna medida, ilustrar la flexibilidad y la adapta- 
bilidad de una fórmula comparada con un enunciado en palabras. 

Por ejemplo, supongamos que Í y a fuesen medidos en centí- 
metros; entonces, A =1 x a estaría en centimetros cuadrados. 

Si fuese necesario expresar este resultado en metros cuadrados 
podriamos hacerlo en la forma: 


lxa 


= 10.000 metros cuadrados 


Supongamos que el rectángulo es una habitación, | y a están 
medidos en cm, y la habitación está cubierta con una alfombra 
que cuesta p pesetas por metro cuadrado. Si el coste total de la 
alfombra es C pesetas, entonces, puesto que 


lxa 


ab 0.000 metros cuadrados 


se deduce: 


Cc lxa e 
10.000. > Pectas 


Si deseásemos expresarlo en miles de pesetas, entonces: 


lxa 
= 10.000 > 7000 


miles de pesetas 


Así pues, una fórmula puede ser usada como base para otras 
fórmulas que supongan modificaciones sobre la original. 

Existe una notación conveniente, empleada en todas las matemá- 
ticas y que se discute con más amplitud en el apartado 2.8. Cuan- 
do multiplicamos un número por sí mismo decimos que estamos 
elevando al cuadrado ese número: asi, a x a se llama a cuadrado 
y se escribe a?. Similarmente, 1 metro cuadrado, la unidad de área 
que es 1 mx 1 m, se escribe como 1 m?. 28 metros cuadrados 


A 
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pueden scr escritos como 28 m?. Asimismo, m3 es mx mx m, 
y representa metros cúbicos, 


1.4. Un ejemplo con números 


El siguiente ejemplo ilustra el uso de letras para representar 
hechos generales acerca de los números. Sabemos que: 


J. Si cualquier entero —es decir, un número sin decimales— 
se multiplica por 2, el resultado es siempre un número par. 


2. Si incrementamos un número par en una unidad, el resul- 
tado es un número impar. 


Estos dos enunciados se pueden combinar como sigue: 


Si multiplicamos cualquler entero por 2 e incrementamos el pro- 
ducto en una unidad, el resultado es un número impar. 


Esto constituye un hecho general acerca de los números impares, 
expresado en palabras. Podemos expresarlo mediante simbolos alge- 
braicos en la siguiente forma: 


l.. Sea n cualquier entero, 
2. Entonces 2 x 1 cs siempre un número par. 
3. Por consiguiente 2 x 51 + 1 s siempre un número impar. 


En (3) hemos llegado a una expresión por medio de la cual 

puede representarse cualquicr número impar. 
al AS la brevedud y claridad de esta expresión, comparada 
aleriona cripción completa de un número impar que hemos dado 
pul Ara Pero su valor va más allá de esto. Podemos mani- 
Podemos orma algebraica, podemos operar con ella, y también 

os utilizarla en la resolución de problemas. 

io el ántes, sin embargo, que cuando expresamos el 
Número y lal e o más Números representados por letras, o un 
uede perinl podemos omitir el signo de multiplicar. Así, 2 x n 
MCErSe con e 2n, y 2 x 1 + 1 como 2n + 1. Esto AS pace 
Ccimal el oa elias como 25, porque en el sistema 
un valor distinto según el lugar que ocupe. 


A Multipliene:.. , 
en 2. Uplicación también se puede señalar con un punto, como 


so 
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Si cualquier número impar puede representarse por 2n + 1, en- 
tonces, ya que cuando incrementamos en 2 cualquier número par 
o impar, el resultado es el siguiente número par o impar, se de- 
duce que el número impar consecutivo mayor que 2n + 1 es 2n + 
+1+202n +3. De una manera similar, 2n + $5 es el siguiente 
impar por encima de 2n + 3. En consecuencia, la expresión 


2n+ 1,21 +3, 2n +5, 2n +7, ... 


representa una serie o sucesión de números impares crecientes y 


consecutivos. 
De igual forma, si disminuimos en 1 un número par, obtenemos 


un número impar, y 


2n — 1, 2n — 3, 2n — 5, ... 


representa una serie de números impares decrecientes y consecutivos. 


Nota.—Los puntos suspensivos tras los conjuntos de números 
pares O impares indican que podriamos escribir muchos más nú- 
meros si fuese necesario. 


1.5. Sustitución 


En la representación algebraica de un conjunto de números 
impares 


2n + 1, 2n + 3, 2n +5, ... 


ya que n representa cualquier entero podriamos, asignando algún 
valor particular a n, obtener el número impar correspondiente. 
Así pues, si n = 50, entonces: 


2n+1=2x50+1= 
= 100 + 1 = 
= 101 
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De igual forma, 


2n4+43=2x50+3= 
= 100 + 3 = 
= 103 


En consecuencia, la serie de números impares crecientes que 
corresponde a este valor particular de n es 


101, 103, 105, 107, ... 


Asimismo, los números impares decrecientes, cuando n = 50, 
pueden encontrarse sustituyendo este valor de n en la sucesión: 


2n — 1,2n-— 3,2n-5,... 
Entonces, obtenemos los valores aritméticos correspondientes 


99, 97, 95, ... 


1.6. Las letras representan números, no 
magnitudes 


Á cosas tales como la longitud, el peso, el coste, se les llama 
magnitudes. En resumen, se llama magnitud a cualquier cosa que 
pueda medirse. 

Las letras no se usan para representar esas magnitudes. Así pues, 
en la fórmula establecida anteriormente: 


A=lxa 


l representa el número de cm o m, según sea el caso, y para obte- 
nerlo debemos determinar primero la unidad para medir la magnitud, 
y después utilizar una letra que represente el número de unidades. 
Es importante, pues, que se enuncie claramente qué representa 
Cada letra cuando éstas se usen en expresiones algebraicas. 
Debemos decir entonces: | representa el número de cm de lon- 
£itud, o más brevemente, sea la longitud | cm. 


A 
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Asimismo, n representa el número de hombres, y c el coste en 


pesetas. 
A veces, por brevedad y de una forma poco rigurosa, decimos, 


por ejemplo, que el área de un rectángulo es A, en lugar de decir 


Am? o A unidades de área. 
El signo = puede ser utilizado también poco rigurosamente 


para abreviar los enunciados anteriores. Así, podemos escribir: 


sea | = longitud en metros 


sea c = coste en pesetas 


El signo = significa «igual a». Debe ligar dos expresiones iguales 
en cantidad, pero es utilizado a menudo como antes, con poco 
rigor, para expresar igualdad en sentido general. 


1.7. Ejemplos de formas algebraicas 


Damos ahora algunos ejemplos de lo que podria llamarse formas 
algebraicas, es decir, la expresión en simbolos algebraicos y signos 


de operación de enunciados acerca de magnitudes. 


EJEMPLO 1. Expresar en forma algebraica el número de pese- 
tas que resulta de añadir x miles de pesetas a y pesetas. 
Para convertir miles de pesetas en pesetas, multiplicamos por 


1.000 
x miles = 1.000 x x pesetas 


y el número total de pesetas es, pues, 1.000x + y. 


EJemPLO 2. Un coche viaja durante r horas a v km/h. ¿Qué 
distancia recorre? ¿Cuánto habrá recorrido en 20 minutos? 

El coche recorre v km en 1h y 2v km en 2h, 3v km en 3h. 
Asi, en € h habrá recorrido t x v km. 

20 minutos es 1/3 h y el coche habrá viajado 1/3 x v km en 


20 minutos. 
En 1/3 h el coche recorre v/3 km. 


EJEMPLO 3. Sean dos números; el primero se multiplica por 
3 y añadimos 5 al producto. Se divide esta suma por cuatro veces 
el segundo número. Exprésese el resultado en forma algebraica. 


| JJ 
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Debemos comenzar por escoger letras para representar los nú- 
meros desconocidos. 

Sea x la que represente el primer número. 

Sea y la que represente el segundo número. 

Entonces, tres veces x incrementado en 5 se representará como 
3x + 5, y cuatro veces el segundo número es 4y. 

La división de la primera expresión por la última es (3x + 5)/4y. 


EJERCICIOS 


1. Escribir expresiones para: 
a) El número de pesetas en x billetes de cien. 
b) El número de billetes de cien en n pesetas. 


2. Si dividimos a billetes de cien entre n muchachos, ¿cuántas 
pesetas tendrá cada uno? 


3. Si n hombres aportan a billetes de cien cada uno, y otros m 
hombres ingresan b pesetas cada uno de ellos, ¿cuántas pesetas 
reunirán entre todos? 


4. Escribir el número de: 
a) Metros en a kilómetros. 
b) Hombres en x naves espaciales Apolo. 
c) Toneladas en y kilogramos. 


5. La suma de dos números es 28. Si un número es n, ¿cual 
es el otro? 


6. La diferencia de dos números es x. Si uno de ellos es 50, 
¿cuál es el otro? 


7. El producto de dos números es a y uno de ellos es x. ¿Cual 
es el otro? 


8. Sila longitud promedio del paso de un hombre es de x cm: 
a) ¿Cuánto recorrerá si camina 100 pasos? 
b) ¿Cuántos pasos dará si recorre 1,8 km? 


—— 
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9. Se multiplica por 2 un número n, y le añadimos $ al resultado. 
Escribase una expresión para el número obtenido. 


10. Six es un número impar, escriba expresiones para: 
a) Los números impares consecutivos mayores y menores 
que él 
b) Los números pares consecutivos mayores y menores que él. 


11. Un hombre compra ovejas. x de ellas le costaron a pesetas 
cada una, e y de ellas le costaron b pesetas cada una. ¿Cuál fue el 
precio total en miles de pesetas? 


12. Representamos un número por x, lo doblamos, sumamos 3 y 
después dividimos todo por 6y. Escribase una expresión para el 
resultado. 


13. ¿Qué número debemos restar a a para obtener hb? 
14. ¿Qué número dividido por x da y como cociente? 
I5. ¿Qué número excede a b en una cantidad a? 


16. Incrementamos en 2 unidades el numerador x de una fracción. 
Disminuimos en 5 el denominador y. Escríbase la fracción resultante. 


17. Un coche viaja durante m horas a v km/h. Después viaja n horas 
a u km/h. ¿Qué distancia recorre en total? 


18. ¿Cuál es el número total de pesetas en a billetes de cien pe- 
setas más b monedas de peseta? 


19. Un tren viaja a v km/h. ¿Cuánto recorre en x horas y cuánto 
tiempo tarda en hacer y km? 


20. Escogemos dos números menores que 10. Los sumamos, mul- 
tiplicamos esta suma por 2, sumamos 4, multiplicamos por 3, su- 
mamos al total cuatro veces uno de los números iniciales, restamos 
12, a continuación, restamos cinco veces el segundo de los números 
iniciales. El resultado es 10m + n. ¿Cuáles eran los números de par- 
tida? Considérese esto como un buen divertimiento para una fiesta. 
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2.1. Uso de símbolos 


El estudiante necesita una práctica considerable en el uso de 
simbolos si desea familiarizarse con los cálculos del algebra. En 
consecuencia, en este capitulo y los siguientes, estará utilizando 
constantemente letras que representen números de una manera ge- 
neral y sin ninguna referencia a magnitudes tales como longitud, 
coste, etc., como se ha venido haciendo en el capitulo anterior. 

Así pues, cuando empleemos la forma a + b, estaremos en ge- 
neral usando las letras, no refiriéndonos a ninguna magnitud en par- 
ticular, sino como válidas para cualquier número. 


| 2.2. Signos de operaciones 


Como dijimos en el apartado 1.1, algunos signos de operaciones, 
tales como +,-—,xXx,=w, e son comunes en aritmética y en ál- 
gebra, pues se usan para operaciones que se efectúan en ambos 
campos. Normalmente, sin embargo, hay una cierta diferencia en la 


forma de emplearlos. Es evidente que mientras operaciones tales 
como 


5+7 , 10-3 , 6x4 , 1523 , y9 


Pueden ser, y generalmente son, llevadas a cabo inmediatamente, 
con un resultado numérico definido, expresiones del tipo 


a+b , a-b,, axb , az=b o, ya 


— 
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no pueden ser evaluadas numéricamente cuando a y b representen 
cualquier número. Hasta que les asignemos valores numéricos no 
podemos proseguir con la operación. Pero podemos, y lo haremos, 
operar con las expresiones mismas, sin ninguna referencia a Sus 
valores numéricos. 

En añadidura a los anteriores, en álgebra se usan muchos otros 
simbolos para operaciones, entre los que se encuentran los siguientes: 


| Simbolo | Significado 


Véase el apartado 1.6. 

no es igual a 

es aproximadamente igual a 
es mayor que 

es menor que 


2.3. Expresiones algebraicas. Términos 


Una combinación de letras y simbolos como 2a + b es un ejem- 
plo de lo que llamamos expresión algebraica. Puede ser definida 
del modo siguiente: Una expresión algebraica es una combinación de 
simbolos que representan números y operaciones con ellos. 

Por brevedad, usualmente se dice sólo «expresión». Cuando la 
expresión incluye los signos de operación + o —, aquellas partes 
de la expresión que quedan separadas por estos signos se deno- 
minan términos. 

Asi pues, 2a + 3h es una expresión de dos términos, o sea, un 
binomio. 5x/2 — 3y/5 + 6z es una expresión de tres términos O tri- 
nOmiO, 

Una combinación de letras que no contenga ninguno de los 
signos + o — puede considerarse como una expresión de un sólo 
término, o monomio. Por ejemplo, Sab/6 es una de estas expresiones. 


F 
' 
1 
p 
' 
] 
L 
' 
pl 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
1 
' 
' 
' 
1 
Ú 
' 
ñ 
u 
Lp 
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2.4. Paréntesis 


Ocurre frecuentemente que una expresión, o parte de una expre- 
sión, debe operarse como un todo. Por ejemplo, supóngase que 
queremos escribir en símbolos algebraicos «el doble de la suma de 
a y b». 

Evidentemente, la disposición 2 x a + b no aclara si el 2 mul- 
tiplica a a solamente o a la suma de a y b. En consecuencia, 
empleamos «paréntesis» para encerrar aquella parte que se opere 
como un todo, es decir, a + b, y escribimos 2(a + b). 

En esta disposición de simbolos se omite el signo de multipli- 
car entre el 2 y el paréntesis. 

Los paréntesis tienen el efecto de indicar el orden en el que 
deben efectuarse las operaciones. Así pues: 


Aa + bc 


significa que hallamos la suma de a y b, multiplicamos por 2 y 
entonces restamos c. 

De una forma similar, (a + b) x (c + d), o (a + bic + d), quiere 
decir que calculamos la suma de a y b, y también de c y d, y luego 
multiplicamos los dos resultados. 

Esto será convenientemente discutido más adelante. 


2.5. Coeficientes 


La expresión 3a denota un múltiplo de a y al número 3, que 
Indica el múltiplo, se le denomina coeficiente de a. 
El coeficiente puede ser un número concreto, como 3, y se llama 
Coeficiente numérico, o puede ser una letra que represente un número. 
En general, si una expresión es el producto de un cierto número 
de factores, cualquiera de ellos puede ser considerado como el coe- 
ficiente del producto de los otros, cuando .por cualquier motivo 
tomemos este producto como un número aparte. 
Por ejemplo, en 3ab, — 3 es el coeficiente de ab 
3a es el coeficiente de b 
3b es el coeficiente de a 
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2.6. Términos homogéneos 


Se llaman términos homogéneos de una expresión a aquellos que 
contengan la misma letra (o letras) y difieran sólo en los coefi- 
cientes de esa letra (o letras). Asi pues, en la expresión 


3a + 5b — 2a + 4b 
3a y 2a son términos homogéneos, y 
5b y 4b son términos homogéneos 


Suma y resta de términos homogéneos 


En aritmética nos enseñan que la suma de 5 docenas y 9 do- 
cenas es 14 docenas, o 


(5 x 12) + (9 x 12) = 14 x 12 (2.1) 
Igualmente, 8 vemtenas + 7 veintenas = 15 veintenas, o 

(8 x 20) + (7 x 20) = 15 x 20 
Lo mismo se cumple para cualquier número. Por ejemplo: 

(6 x 24) + (11 x 24) = 17 x 24 


En algebra, si hacemos que a represente 12 en el enunciado 
(2.1), escribiriamos: 


Sa + 9a = 14a 


y para los otros casos 


8a + la =15a y 6 + lla = 17a 


Estos tres últimos casos son formas más generales de los ejemplos 
precedentes, pero debe notarse que mientras que en las expresiones 
aritméticas podemos seguir adelante y calcular el valor de la suma en 
cada una, en las formas algebraicas no podemos proseguir más 
allá en la evaluación a menos que asignemos un valor concreto a a. 


JJ 
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La sustracción conduce a resultados similares, como en 


9 docenas — 5 docenas = 4 docenas 


de tal manera que 
9a — Sa = 4a 


Asi pues, podemos sumar y restar únicamente términos homo- 
géneos. No es posible, por ejemplo, realizar ninguna suma con tér- 
minos inhomogéneos como 9a + 5b. 


La regla para sumar términos homogéneos está clara ahora: 
es «sumar los coeficientes». 


Así pues, la suma de 2x + 5x + 3x es 10x, cualquiera que sea x. 
La operación de «encontrar la suma» incluye a la vez la adición 
y la sustracción. Es lo que se llama suma algebraica. 

Cuando una expresión contiene más de un conjunto de términos 
homogéneos, éstos deberán reunirse y ser tratados por separado. 


EJEMPLO !. Simplificar 5a + 6b + 2a — 3b. 
Reuniendo términos homogéneos 


5a + 2a = Ta 
6b — 3b = 3b 


Así pues, la expresión completa es igual a 7a + 3b. En la práctica, 


no hay necesidad de escribir los pasos anteriores. Los cálculos pueden 
realizarse mentalmente. 


EJEMPLO 2. Simplificar 15x — 3y + 6y + 7x — 5. 


Reuniendo los términos homogéneos y sumando coeficientes se 
obtiene 


22x + 3y-5 
2.7. El orden en la adición 


El contaje de un cierto número de cosas no se ve afectado por 
el orden en que se cuenten. Asi: 


6 manzanas + 4 manzanas 
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es el mismo número que 
4 manzanas + 6 manzanas 


Esto resultará más claro si recordamos que 6 es el simbolo para 
6 unidades y 4 es el simbolo para 4 unidades. Entonces: 


6+4=(1+1+1+1+1+D+(1+1+1+ 


4+6=(1+1+1+D+(1+1+1+1+13+1) 


en los dos casos, el número de unidades es el mismo. 

De manera que, algebraicamente, 6a + 4a tiene el mismo valor 
que 4a + 6a. Esto es cierto para toda suma algebraica. Por ejem- 
plo, 6a + 5b — 3a puede escribirse como 5b — 3a + 6a sin que el 
valor de la expresión se vea alterado. En resumen, el orden en 
que sumemos los números es irrelevante. 


2.8. Evaluación por sustitución 


Si queremos encontrar el valor numérico de una expresión alge- 
braica para valores numéricos concretos de las letras que la com- 
ponen, debemos simplificar primero la expresión sumando términos 
homogéneos. Entonces sustituimos las letras por los valores nu- 
méricos. 


EJEMPLO. Encontrar el valor de 6x + 2y — 3x + 4y — 3 cuan- 
dox=3ey=2. 
Simplificamos la expresión como en el apartado 2.6: 
6x + 2y — 3x + dy — 3 = 3x + 6y — 3, 
Sustituyendo los valores dados: 
3x + 6y -3=(3x 3) +(6 x 2) - 3= 
=9 + 12- 3= 
= 18 


Nota.—Veremos que se introducirán paréntesis cuando sea de- 
seable mantener términos separados para su evaluación. 
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2.9. Multiplicación 


Orden en la multiplicación. En álgebra, como en aritmética, 
la multiplicación de los factores puede efectuarse en un orden cual- 
quiera, o, precisando más: El producto de un número cualquiera de 
factores es independiente del orden en que se multipliquen. 

Así pues, 


3x4 tiene un valor igual a 4x3 
6x3x5 tiene un valor iguala 3x53x6. 


y, en general, 


axb tiene igual valor que bxa 
axbxc tiene igual valor que cxbxa 


En consecuencia, si debemos multiplicar 2a por 5, digamos, 
podemos escribir el producto asi: 


2xax5£=2x5xa= 10 


Jlax?b=3x2xaxb=6ab 


En este último ejemplo, ya que a y b son letras, no podemos 
continuar la multiplicación. 

Debe notarse, sin embargo, que aunque 4 x 3 tiene el mismo 
valor que 3 x 4, los dos productos no significan necesariamente 
lo mismo si nos referimos a magnitudes. 

Si, por ejemplo, doce soldados forman «en cuadro», estarian dis- 
Puestos como muestra la figura 2.1a. La flecha señala la dirección 
a su frente. Pero si los mismos doce hombres debieran formar en 
trios, estarian dispuestos como en la figura 2.1b. 


e. . . e . e. o 
o . e e . e o 
e . . e . . 0 
o o o 
(a) (b) 
Figura 2.1 
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Entonces, 3 filas de 4 hombres requieren el mismo número de 
hombres que 4 filas de 3 hombres, pero constituyen una alineación 
diferente. De igual forma, si 4 hombres pagan 3.000 pesetas cada 
uno, la cantidad total pagada seria la misma que si 3 hombres 
pagasen 4.000 pesetas cada uno. 


2.10. Potencias 
El producto de números iguales se llama potencia. Así, 


8x8 se denomina la segunda potencia de 8, o cua- 
drado de 8. 
8x8x38 se denomina la tercera potencia de 8, o cubo 
de 8, ya que hay tres factores iguales. 
8x8x8x8 se denomina la cuarta potencia de 8, ya que hay 
cuatro factores iguales. 


De igual forma: 


axa es la segunda potencia de a, o cuadrado de a. 
axaxa esla tercera potencia de a, o cubo de a. 
axaxaxa és la cuarta potencia de a. 


Escribir de forma completa una potencia es tedioso, y resulta 
inadecuada para realizar más operaciones, sobre todo si la potencia 
es alta. En consecuencia, durante siglos, los matemáticos han hecho 
muchos esfuerzos para inventar un método simbólico que represente 
la fila de factores. Finalmente, en 1637, Descartes utilizó un número 
para indicar el número de factores o potencia y escribió, por ejem- 
plo, el cubo de a como a?, la cuarta potencia de a como a*, etc. 

El signo numérico utilizado se denomina índice o exponente, 
e indica el número de factores, siendo a la base. 

Así pues, axaxaxaxa se escribe a?. Con este método 
simbólico, es tan fácil escribir la potencia veinte de un número 
como la segunda. y 

Pero un nuevo simbolo, si debe ser satisfactorio, debe no sólo 
expresar de una manera clara y concisa el propósito para el cual 
fue pensado, sino que debe también ser conveniente para efectuar 
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operaciones con él. Veremos en lo que sigue que un índice cumple 
esta condición, y más adelante en el libro comprobaremos cómo 
conduce por sí mismo a importantes desarrollos. 


2.10.1. Multiplicación de potencias 


Supongamos que queremos multiplicar dos potencias de a, di- 
gamos a? x a?. Estos números, escritos en su forma completa, son 


(a x a) x (a x a x a) 


donde los paréntesis sirven para separar las dos potencias. 

Es una ley fundamental del álgebra, que asumiremos aqui, que 
cuando se multiplica dos grupos de factores, los factores de los 
respectivos grupos se asocian en un sólo grupo de factores para 
dar el producto. 

Por esta ley, 


laxajx(axaxa)j=(axaxaxaxa) 


El número de factores en el producto es la suma de los números 
de factores de cada uno de los dos grupos. 

En el ejemplo de arriba, el producto (a xa xaxaxa)es la 
quinta potencia de a, y el índice del producto es la suma de los 
índices de los dos factores 


Puede aplicarse el mismo razonamiento a otros casos, de manera 


que podemos deducir la regla general para la multiplicación de dos 
Potencias de un número. 


Cuando se multiplican dos potencias de un mismo número, es decir, 


con la misma base, el exponente del producto es la suma de los 
EXponentes de los factores. 


EsJem PLOS 


A) xx tez y8 
Oda 2a7+*3 = 2g!* 
O SPB 5x3XbUxb5= 15 x b2*5— 159? 


2 
4bxab=a xaxbxb?= ab? 
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La regla puede extenderse al producto de más de dos factores. 


Así pues, 


x? xxx x* = ata = x? 


2.10.2. Potencia de un producto 


Encontrar el valor de (ab). 
El uso de los paréntesis, como dijimos en el apartado 2.4, es- 
tablece que la expresión contenida en ellos debe considerarse como 


un todo. 
Por definición de potencia: 


(aby? = (ab) x (ab) = (a x a) x (b x b) = a?b? 


En consecuencia, vemos que el efecto final de todo el proceso es 
que el índice 2 debe distribuirse sobre cada uno de los factores. 
Por ejemplo, 

(xy =2 xx? x y? =8x?y* 

De manera que, en aritmética 

(2 x 5 =2? x 5? =4 x 25 = 100 


Entonces, cuando calculemos una potencia de un producto, el indice 
de la potencia se distribuye y aplica sobre cada factor del producto. 


2.10.3. División de potencias 


Supongamos que dividimos una potencia de un número por otra 
potencia del mismo número, como por ejemplo: 


=a 
Cada división se puede expresar en forma fraccionaria, como en 
aritmética: 


a axaxaxaxa 


2 


a+ a? = 


E] 


axa 


(por definición de potencia). 
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Al igual que en aritmética, pueden cancelarse factores comunes 
en el numerador y denominador: los dos factores a en el denominador 
se cancelan con dos de los cinco factores del numerador. Entonces 
quedarán finalmente (5 — 2) factores en el numerador: 


Claramente, podemos seguir este método cualesquiera que sean 
las potencias. En consecuencia, podemos deducir la siguiente regla: 
Para dividir una potencia de un número por otra potencia de ese 
mismo número, debe restarse el índice del divisor al indice del divi- 
dendo. 


EJEMPLO. Dividir 84a% por 12a?. 


84a* 
12a? 


EJEMPLO. Dividir 3x* por 6x*. 
Procediendo como antes, 


= 14%"? = 70 


3x* IXXXXXXxXXx 


Óx ÓXxXxXxXxXXxXXxXXxXXx 


3x* + 6x0 = 


En este ejemplo, como la potencia mayor está en el denomi- 
nador, al cancelar quedan (6 — 4) factores en éste. Así pues, obtenemos 


2.11. Fracciones simples 


Las fracciones algebraicas obedecen a las mismas leyes funda- 
ntales que las fracciones en aritmética. En principio, se manipu- 
según los mismos métodos. Pero ya que los numeradores y 
Co minadores pueden ser expresiones algebraicas, a veces bastante 

Mplicadas, Presentan dificultades inexistentes en las fracciones arit- 
Méticas. En este capítulo trataremos sólo con formas'sencillas que 


Me 
lan 


—— 
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requieren una manipulación fácil, y dejaremos para más adelante 
los casos más complicados. 


2.11.1. Adición y sustracción 


Los métodos de la aritmética se pueden aplicar directamente, 
como mostramos en los siguientes ejemplos. 


EJEMPLO 1. Hallar la suma de x/3 + x/5. 

Esto es de la misma forma que 2/3 + 2/5 y se resuelve de igual 
manera. 

Lo mismo que 


2.2 (Qx5+(Qx3) 
Z=+- = -M+M«MHIMIN 
305 3x5 
se tiene 
x ox (xx5)+(xx3) 5%x+3x 8x 
— $ == A 5 IO SR 
3.5 3x5 15 15 


EJEMPLO 2. Hallar la suma de 3/a + 4/b. 


Esto es de tipo similar al ejemplo anterior y se trata de idén- 
tica forma: 


ES, 30 da 


a b ab ab 


EJEMPLO 3. Simplificar x/y — afb. 
Procediendo como antes, 


x a (xxb)-(ax y) bx-—ay 
y bo yxb by 

EJEMPLO 4. Simplificar 2a/15 + 5b/12. 

Como en aritmética, hallamos el minimo común múltiplo (m.c.m.) 
de los denominadores, es decir, 60, Entonces: 


2a Sh (2ax4)+(5bx 5) 8a +25 


15" 12 60 60 
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Nota.—No es posible cancelar ningún factor primo de 8 o 25 
con factores primos de 60. Este error se comete, a veces, por parte 
de los principiantes, aunque la forma de proceder sea contraria a 
las leyes de la aritmética. Sólo los factores primos comunes a cada 
término del numerador son susceptibles de cancelarse con factores 
primos del denominador*. 


EJEMPLO 5. Simplificar x/12a?b — y/18ab?. 

Debemos encontrar el m.c.m. de los denominadores. Para ello, 
hallamos el m.c.m. de los coeficientes numéricos 12 y 18 (es decir, 
36), y luego el m.c.m. de a?b y ab?. Este es, a?b?, ya que ambos 
lo dividen exactamente. El producto de 36 y a?b? es el m.c.m. de 
los denominadores. 


x y _ (x x 3b) — (y x 2a)  3bx — 2ay 
12a?b 18ab? 36a?b? — 36a?b? 


211.2. Multiplicación y división 


Al igual que en aritmética, ambas Operaciones se basan en la 
importante propiedad de las fracciones que dice: Si se divide el 
numerador y el denominador por un mismo número, el valor de la 
Jracción permanece inalterado. 

Podemos expresar lo anterior de una manera algebraica como 
sigue: 

Sea a/b una fracción cualquiera. Entonces: 


donde m y h son números arbitrarios. 


EJEMPLO 1. Simplificar 4x?y/6xy?. 


* % dl 
d Todo número entero puede descomponerse, de forma única, como un producto 
€ Números pri 


Asi, 2 primos, que se denominan factores primos del número considerado. 
que A 7 x 3, y 7 y 3 son los factores primos de 21. Un número primo es aquel 
Sólo tiene como divisores a él mismo y a la unidad. (N. del 1.) 


o 
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Desarrollada en forma completa, la fracción es: 


dxdy 4xxxxxxxy 


6xy?  6xxxpXyxy 
Si cancelamos factores comunes, esto es igual a: 


2 


2 


2xXxxx _ 2x 
Jxyxy 3 


Nota. -En la práctica no es necesario escribir las potencias en 
forma completa, como hemos hecho ahora. Puede aplicarse directa- 
mente la regla de división de potencias. 


EJEMPLO 2. Simplificar 6ax*/14x?y? x 2y*/3a*. 

Al igual que en aritmética, los factores de cualquiera de los nu- 
meradores se pueden cancelar con los factores en cualquiera de los 
denominadores: 


6ax* ' A E NS q: 571 DUROS 
OZ — = Xx E=- A AáÁKÁA E —— 
14x?y? — 3a* 7 aer 1xa Ta 


EJEMPLO 3. Simplificar 8x*/5a?y + 4x?/3a. 

Procediendo como si fuese un ejemplo aritmético similar: 
8x3  4x? x  3a 2xx3  6x 
3 x == =— 
Say" 3a Say” 4x? Say Say 


EJERCICIOS 


1. a) Encontrar el valor de 6 docenas + 4 docenas. 
b) Simplifique 6a + 4a y calcule su valor cuando a = 12. 


2. a) Encontrar el valor de (8 x 73) — (3 x 73). 


b) Hallar la forma simplificada de 8b — 3b y encontrar su va- 
lor cuando b = 73. 
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3. Escribir en su forma más sencilla 
a+a+a+b+b+b+b 
y hallar su valor cuando a = 5 y b =8. 


4. Sumar 2a, 4a, a, 5a y Ta y calcular el valor de la suma cuan- 
do a = 25. 
5. Escribir las siguientes expresiones en su forma más sencilla: 

a) 15b + 11b. b) 15x — 3x + 7x. 

c) 9a— 4a + 6a + a. d) 4x+3x-—2x-—x. 


6. Escribir en su forma simplificada: 

a) Sa — 2b — 3a + 6b. b) 1p + 5q — 2q + p. 

ct) a—2+3b +6 + 5a. 
7. Sumar: 

a) 4a— 5b, a + 6b, Sa + b. 

DY b+c-3d,c+2b+dd=-b-c. 

c) 3x + 2y+32,x—y-22,2x-y+2. 
8. Encontrar los valores numéricos de las expresiones siguientes, 
para a =2,b= 3: 
a) 3da+2b+ 1. b) Sa — 3b + 6. 
c) 6a+2b-3a+1. d) 4a — 5b-— 2b + 12a. 
Simplificar las siguientes expresiones y hallar su valor cuando 
4=4b=2x=)3 y=5: 
4) 4ab — 2ab + 6ab. b) Sax — 2ax + bx. 
C) 6xy — 4xy + xy. d) ab + 6bx — ay + 3ab — 2bx. 
e Hallar el valor numérico de a + (1/2)a + (1/4)a + (1/8)a, cuan- 
o0a=2, 


1. Encontrar el valor numérico de 3x + 5y — 42 + 8x — y + 52, 
cuando x= 1, y=22=3, 


12, Calcular el valor de las siguientes expresiones cuando x = 4, 
y = S, z2=1l: 
4) 3xy + 2y2 — 32 - 1. DO xy + yo + 2x 
Dx y +41 


A 
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13. Sin es un número impar, escribir los tres números impares 
consecutivos mayores que él y hallar su suma. 


14. Escribir una sucesión de cuatro números el primero de los 
cuales sea a, y cada uno de los restantes, el doble del que le pre- 


cede. Calcular su suma. 


15. Escribir una sucesión de 5 números el primero de los cuales 
sea a, el segundo sea d unidades mayor que el primero y cada uno 
de los otros tres exceda en d al que le precede. Hallar la suma. 


16. Sean cinco números. El más pequeño de ellos puede ser expre- 
sado como 2n + 5. Cada uno de los otros es tres unidades mayor 
que el que le precede. Escribir los números y su suma. 


17. 
19. 
21. 
23. 
25. 
27. 
29. 
31. 
33. 
35. 
37. 
39. 


41. 
42, 
43. 


Escribir las siguientes expresiones en su forma más sencilla: 


4a x 3. 

(1/2)x x 4y. 
(1/3)a x (1/4)b. 
3a x 4b x 5c. 


x? 


xx. 
x? xx? 
2a? x a?. 

2ab x ab. 

x?y x xy? 

2a x 3a? x a?. 
(3)? 


(2a3y*. 


18. 
20. 
22. 
24. 
26. 
28. 
30. 
32. 
34, 
36. 
38. 
40. 


S5x x 2y. 

Tm x 3n. 

6a x (2/3)b. 

x/2 x y/3 x 2/4. 


axalxa. 


ax a? 
3? x 2x* 
2b x 3b?. 
Tx3a x x%a. 
(3a?by?. 
(2a*y. 

(4a)? x 4a?. 


Encontrar los valores numéricos de las expresiones siguientes: 


2a? x a, cuando a = 3. 


2a? + a, cuando a = 3. 


a?b x ab?, cuando a=1,b=2. 
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44. x2+7x +2, cuando x = 10. 

45. Ja? + 2ab + b?, cuando a = 2, b = 3, 
46. «2 xc?xc?, cuando c = 1. 

47. 3ax 3a x 3a, cuando a = 2. 


48. (2a*x)?, cuando a = 2, x = 3, 


Escribir los resultados de las siguientes divisiones: 


49. aa. 50. a? > a?. 

SI. 3x?= x? 52. b?- 2b. 

53. 6a% + 3a?. $4, Sy*-< y. 

55, 6x” = 2x% 56. 14c* - 7c*. 
57. a?b3 - ab?. 58 xy? x?y, 
59. 5a?b? — ab?. 60. 6x*y + 2x?. 
61. 6a* + 3a*. 62. 15x? > 12x?, 


Simplificar las siguientes expresiones: 


a a 2x  3x 
63 —+- EC 
5 + 7 64. 3 5 . 
4,5 3a  5a 
Se 6 +2 
Xx y 2b  3b 
6. PE 3% 68 1, 2x_ 5x 
l0y  8y dy 9y  6y 
Sa 3b 4 
69, 2 
6bc? * ga?” 70. x+ a 
T. 3ab + = 7 8 ua 6 
2h ji 5y2 
1 
SE siga 
q x 
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75. 


77. 


79. 


81. 


83. 


85. 


87. 


89. 


91. 


93. 


95. 


97. 


Algebre 


xy. 
15a?b*c 
10a*b?c? * 


4x% x 2x*%y 


8x6 


habe 30? 


78. 


80. 


82. 


86. * 


88. 


90. 


92. 


94. 


5 4 


abc  abtc 


2 


abc? 


z* 


Cómo operar con paréntesis 


3.1. Eliminación de paréntesis 


Hemos considerado ya ejemplos sencillos del uso de los parén- 
tesis como un medio conveniente de agrupar números. En este capi- 
tulo, examinaremos extensiones de su uso, operaciones con ellos y 
la simplificación de expresiones algebraicas que contienen paréntesis, 
eliminándolos. 

Comencemos por un ejemplo sencillo, pero importante. 

La figura 3.1 representa un rectángulo compuesto de otros dos 
rectángulos. 

Sea a mm = la longitud del rectángulo de la izquierda. 

Sea b mm = la longitud del rectángulo de la derecha. 

Sea x mm = la anchura de cada rectángulo, como muestra la 

figura 3.1. 


Figura 3.1 


Entonces, (a + b) mm = la longitud del rectángulo compuesto. 
Colocamos (a + b) entre paréntesis, como se vio en el apartado 2.4. 

Las áreas de los dos rectángulos menores son xa y xb mm?, 
y el área del rectángulo completo es x(a + b) mm? 


A 
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Pero el área del rectángulo completo es igual a la suma del 
área de las partes 


xMa + b) = xa + xb 


Igualmente, si hay tres rectángulos de longitudes a, b y c, res- 
pectivamente, se puede demostrar que 


x(a + b+c)= xa + xb>+wxc 


Mediante modificaciones de las figuras, que dejamos al ingenio 
del lector, se demuestra asimismo que: 


a) xla — b) = xa — xb. 
b) xla+b-—c)= xa +xb- xc. 
cd) xa—b+c)= xa — xb + xc. 


En todos estos ejemplos hemos transformado expresiones que 
contienen paréntesis en expresiones sin paréntesis, o, dicho de otra 
manera, hemos eliminado paréntesis. 

Asi pues, puede deducirse que: 


Cuando se multiplica una expresión entre paréntesis por un número 
cualquiera, entonces, al eliminar los paréntesis, cada término que figu- 
re dentro de los paréntesis debe multiplicarse por este número. 


Se dice que el número inicialmente fuera de los paréntesis se 
distribuye como factor de cada término comprendido entre paréntesis. 

Este es un ejemplo de la ley algebraica llamada Ley distri- 
butiva. 


3.2. Adición y sustracción de expresiones entre 
paréntesis 


Consideraremos cuatro casos, representados por las siguientes 
expresiones: 


l. a+(b+c) 
2. a+(b—c) 
3. a-(b+c) 
4 a—(b-c) 


| 
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Ahora se plantea la siguiente cuestión: ¿cuál será el efecto de 
eliminar los paréntesis en las expresiones de arriba, si a, b,c repre- 
sentan números cualesquiera? 


l. a+(b+c) 


Sean a, b, c, que se representan por las áreas de los rectángulos 
de la figura 3.2. 


a + (.b + c) 


A A E 


Figura 3.2 


Es evidente que el área del rectángulo completo que representa 
a a+(b +<) es la suma de los tres rectángulos que representan 
aab,c 


a+(b+c=a+b+c 


Los pasos en la adición de números no se ven alterados en 
este caso por la inserción o eliminación de paréntesis. 
2. a+(b-c) 


Como en el caso anterior, a,b,c están representados por las 
áreas de los rectángulos que se muestran en la figura 3.3. 


Y 
b-— 
AA 


é=—-b-—>3 
Figura 3,3 


Los dos rectángulos sin sombrear representan a y b — c. 
Por tanto, la porción completa sin sombrear representa a + 


+ (b — c). Puede formarse mediante: 


l.. La adición de (b—c)a a. 
2. La adición de b a a y luego sustraer c. 
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Estos dos resultados son iguales 
a+(b=c«)=a+b-c 


Entonces, no se experimentan cambios cuando eliminamos pa- 
réntesis. 


3 a-(b+c) 


Usando el mismo método que antes para representar a, b y c, 
el rectángulo sin sombrear (Fig. 3.4) representa lo que queda cuando 
restamos de a, el rectángulo completo, los dos rectángulos sombrea- 
dos, (b + c), es decir, representa a — (b + c). 


==. a —-=-==----- > 
PA 111222 
7. 

Figura 3.4 


También si del rectángulo completo a sustraemos a su vez b 


y c, el rectángulo restante es la porción sin sombrear que repre- 
senta a—b-=c. 


a-tb+c«c=a=b-=c 
4 a-—-(b-c) 


En la figura 3.5 mostramos el rectángulo que representa a, b y c, 
siendo a el rectángulo completo. 


é--==-b-—-—-—> 

A ZA 

Eo o=oo-- A ----- > 
Figura 3,5 


El rectángulo sombreado representa (b — c). 
El rectángulo sin sombrear representa el resultado de restar (b — c) 
de a, es decir, representa a — (b — c). Puede considerarse también 


J 
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como el resultado de restar b de a y luego sumar c, es decir, 
representa a — b+cC. 


a-(b-=c=a-bx+c 


Reuniendo los cuatro casos, obtenemos: 


LL a+(b+co=a+b+ce 

2. a+(b-c)=a+b-c 

3. a-(b+c=a=b-c 

4 a-=(b-c)=a-b+c 

De estos resultados pueden deducirse dos reglas respecto a los 
signos cuando eliminamos paréntesis: 


a) De (1) y (2), cuando el signo + preceda al paréntesis, los 
signos de los términos dentro del paréntesis no se ven al- 
terados. 

b) De (3) y (4), cuando el signo — preceda al paréntesis, de- 
ben cambiarse los signos de los términos dentro del parén- 
tesis. 


Lo que sigue son ejemplos del uso que debe hacerse de las 
reglas de los apartados 3.1 y 3.2 cuando se eliminan paréntesis 
de una expresión algebraica con objeto de simplificarla. 


EJEMPLO 1. Simplificar a(a? + ab + b?). 
Empleamos la regla del apartado 3.1 para eliminar los paréntesis, 
y el factor a multiplica a cada término dentro de ellos. Asi pues, 


ala? + ab + b?) = a? + ab + ab? 


EJEMPLO 2. Simplificar 2(4a + 3b) + 6(2a — b). 

Utilizamos los resultados del apartado 3.1 para eliminar parén- 
tesis y multiplicar por 2 y por 6, y del apartado 3.2, ya que, como 
hay un signo + (positivo) antes de los segundos paréntesis, no hay 
Cambio de signo: 


24a + 3b) + 6(2a — b) = 8a + 6b + 12a — 6b = 20a 
EJEMPLO 3. Simplificar 5x — (5y + 2x). 
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Este es un ejemplo del caso (3) del apartado 3.2. Debemos 
cambiar los signos cuando eliminemos paréntesis. Entonces, 


Sx — (Sy + 2x) = 5x — 5y — 2x = 
= 3x — 5y (sumando términos homogéneos) 
EJEMPLO 4. Simplificar 3(4a — b) — 2(3a — 2b). 


Aquí intervienen la regla del apartado 3.1 y el caso (4) del 
apartado 3.2. Utilizándolos: 


3X4a — b) — 2(3a — 2b) = 12a — 3h — 6a + 4b = 6a + b 


EJEMPLO 5. Simplificar x(2x — y) — x(x — y) — p(x + 2y) y ha- 
llar su valor cuando x = 2, y =1. 


x(2x — y) — x(x — y) — y(x + 2y) = 
2x? — xy —x2+4xy-— xy — 2y? = 
=x?*— xy - 2y? (ya que +xy — xy =0) 


Sustituyendo x e y por su valor (x = 2, y = 1): 


x? — xy — 2y? = (2)? — (2 x 1) - 21)? = 
=4-2-2=0 


Nota.—Este ejemplo muestra la ventaja de simplificar la expre- 
sión antes de sustituir los valores de x e y. 


3.3. Sistemas de paréntesis 


Puede suceder que una expresión entre paréntesis sea parte de 
otra expresión que a su vez esté entre paréntesis. En ese caso, es 
preciso un segundo conjunto de paréntesis, y para evitar confusiones, 
deben ser de forma diferente a los ya usados, como ( o[ J. 

Por ejemplo, 


40 — (2(a + b) + Sía — b); 
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El estudiante apreciará cómo los paréntesis ayudan, de una ma- 
nera clara y efectiva, a mostrar la construcción de la expresión 
y las relaciones de las diferentes partes entre si. 

Supongamos que toda la expresión anterior se multiplique por 
2b. Ello requeriría otro grupo de paréntesis que indicase que vamos 
a tratar la expresión como un todo. Podemos expresarlo como sigue: 


2b[40 — (2a + b) + Sa — b)5] 


A veces se puede colocar una linea recta sobre una parte de una 
expresión, con el mismo significado que los paréntesis. Así pues, 
x — YE z tiene el mismo significado que x — (y + z). Debe recor- 
darse también que una expresión que sea el numerador de una 
fracción se considera como un todo y se trata como si estuviera 
entre paréntesis. Ási, 


a—b 
Sa — 


1 


Si multiplicásemos toda la expresión por 2, se convertiría en 
l0a — (a — hb) 

Cuando simplificamos expresiones con dos o más grupos de 
paréntesis eliminando éstos, es mejor, como regla, comenzar por el 
más interno y trabajar hacia afuera. Veremos ejemplos de este pro- 
ceso a continuación. 


EJEMPLO 1. Simplificar 2(3a + S(b + c)). 
Como se ha dicho anteriormente, comenzamos por eliminar los 
parentesis interiores: 


23a + S(b + c)) = 213a + Sh + Sc) = 6a + 10b + 10c 
EJEMPLO 2. Simplificar 3(3a — 2a — b)). 


3(3a — Ya — b)) = 343a — 2a + 2b; = 
= Ha + 2b) = 3a + 6b 


EJEMPLO 3. Simplificar 12a — 2[3a — 14 — a — 3):]. 


E 
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Comenzando por el paréntesis más interno: 


12a — 2[3a — (4 — 2a — 3)] = 

l2a — 2[3a — [4 — 2a + 61] = 

12a — 2[3a — (10 — 2a)] = (sumando términos homogéneos) 
12a — 2[3a — 10 + 2a] = 

12a — 2[5a — 10] = 

12a — 10a + 20 = 


= 2a + 20 


0 PI) —aq 2.» 2 


EJERCICIOS 


Simplificar las siguientes expresiones eliminando paréntesis: 


345x + 62). 

2a(3a + 4b). 

6a*(3a + 7b — 6c). 

Ux + 2y) + 42x — y). 

x(x? — 3x) + x2U4x + 7). 
(1/2x — 2y) + (1/4(2x + 4y). 
Ux + y +2) + 32x + y — 22). 
x — (2y + 2). 

2x — (y — 22). 

2(2a + 2h) — Aa — b). 

3a — (2a + b). 

3a — (2a — b). 


Sx — (x — 2y + 22). 
Aa + b— c) — Aa — b + c). 
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15. 4x + y) — 3(2x — y) + Ax — 2y). 
16. a(a + b) — b(a — b). 

17. Ux + y) — xy(x? — y?). 

18. Ax? + x +5) — Ax? — 3x — 4). 

19. 2p(3p + 24) — 34(2p — 54) + pl3p + 54). 
20. S(xy)? — 3x(y — 2x). 

21. (2x2)? — 2xUx — 4). 


Eliminar los paréntesis de las siguientes expresiones, y simpli- 
ficarlas: 


2. 3(Sa — Ia + 1)). 

23. 3(4(a + b) — 3(a — 2b)). 

24. (1/2X[6x — 3(2x — 1)). 

25. Sa? + 2a[b — (a + c)). 

26. 3p? — (2p? — np + 1)). 

27. 3x(x + 3y) — 21x? + 3y(x — 2y)). 
28. 3bc — 2(b(b — c) — lb + 0). 

29. 15x — [3x — (2x — (x — 5))]. 

30. 50— 2[3a + 2(3b — 4(b — 1))]. 
3 Ax+y)-—x=73. 


32. nt? 4% 4 
2 


3, e a 2" 


34. E a a 
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Rellenar los blancos entre paréntesis: 
35. 2a—-b+c=2a-( ). 
36. x—y—z=x-( ). 
37. 2a+4b-— 6c = 2( ). 
38. x*—-xy+y?2=x?- y( ). 
39. Restar a + 2b — 3c de 3a — 2b + 4c. 
40. Sustraer 2x — 3y + 4z de 3x — y + 2z. 


41. Encontrar el valor de las expresiones siguientes, para a = 3, 
b=2c=1: 


a) d4a(a + 4b) — a(3a — b). 
b) 3c(4c — (3c — 1). 


Números positivos 
y negativos 


4.1. Introducción 
4.1.1. La escala de un termómetro 


Las figuras 4.1a y 4.1b representan partes de un termómetro en 
grados centígrados (Celsius) donde una fina columna de mercurio 
registra las subidas y las bajadas de temperatura. 


Figura 4.1 
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El punto cero, marcado 0, indica la posición del mercurio en 
el tubo en el punto de congelación, es decir, el punto en el que 
se congela el agua. 

La figura 4.1a muestra el mercurio a 8C sobre cero. 

Ahora, supongamos que la temperatura cae 16C por debajo 
de ese punto. 

Primero desciende desde 8 hasta 0”C, y luego continúa bajando 
hasta 8%C bajo cero. Para mostrar esta temperatura en la escala, 
debe marcarse de alguna forma diferente a la de 8”C sobre cero, 
o de lo contrario habrá confusión. Para distinguir los grados bajo 
cero de aquellos por encima, usamos el convenio de poner un 
signo menos (—) antes de los grados bajo cero, y, si es necesario, 
un signo + antes de los grados sobre cero. 

Así pues, +8”C significa 8 grados sobre cero, y —8C signi- 
fica 8 grados bajo cero. Podemos llamarles grados positivos y ne- 
gativos, utilizando estos nombres, y los signos + y —, para indicar 
direcciones distintas, arriba y abajo de cero. 


4.1.2. Un ejemplo con el tiempo 


En una fecha, los números que indican los años se cuentan desde 
el nacimiento de Cristo. Los años posteriores a este acontecimiento 
se denotan por d.C., como 1941 d.C., y los anteriores por a. C., 
como 55 a.C. El uso de los simbolos d. C. y a.C. es, en principio, 
similar al uso de + y — en el caso del termómetro. 


4.1.3. Un ejemplo comercial 


En una cierta transacción en un mercado, un granjero obtuvo 
un beneficio de 120.000 pesetas. En un segundo trato, perdió 
80.000 pesetas. En consecuencia, entre las dos transacciones obtuvo 
un beneficio neto de 120.000 — 80.000 = 40.000 pesetas. 

En una tercera transacción perdió 100.000 pesetas. Su relación de 
beneficios y pérdidas es ahora de 40.000 — 100.000 pesetas. 

Si esta pérdida hubiera sido de 40.000 pesetas, su posición sería 
de 40.000 — 40.000 = 0, es decir, hubiese alcanzado una posición 
cero, sin pérdidas ni ganancias. Pero ha perdido 100.000 pesetas y 


y 
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no 40.000 pesetas; así pues, tiene una pérdida neta de 60.000 pe- 
setas, es decir, está 60.000 pesetas por debajo del cero. 

Para distinguir los beneficios de las pérdidas, podemos, como 
en el caso del termómetro, colocar: 


(-) Signo negativo delante de las cantidades que indiquen 
pérdidas. 

(+) Signo positivo delante de las cantidades que supongan 
beneficios. 


En este sentido, 40.000 — 100.000 = —60.000, y el signo negativo 
indica una pérdida de 60.000 pesetas. 


4.1.4. Movimiento en sentidos opuestos 


Supongamos un hombre que, empezando desde un punto O 
(Fig. 4.2), viaja 4 km en el sentido de O a X, llegando al punto 
marcado como 4. 


E F E C B 19) D A 
A — 
26 -5 -4 -3-2 -1 0 +1 +2 +3 44 45 46 +7 
Figura 4.2 


xXx 


Posteriormente da la vuelta y viaja 6 km en el sentido opuesto, 
de O a X'. Tras 4 km alcanza O, su cero o punto de partida. 
Los siguientes dos kilómetros le llevan a B. Está ahora a 2 km de 
O, pero en el sentido opuesto al que comenzó. Sus distancias su- 
cesivas a O pueden indicarse por +4, —6. Ello sugiere que, como 
en los casos anteriores, si las distancias desde O en un determinado 
sentido se consideran positivas, las distancias medidas en el sentido 
OPuesto pueden considerarse negativas. 

Así pues, si decimos ahora que el hombre está a —2 km de O, 
Queremos expresar que está a 2 km en el sentido opuesto al ori- 
glnal. De acuerdo con esto, en el diagrama que muestra los movi- 
Mientos desde O (Fig. 4.2): 


— Llamaremos positivas a las distancias medidas hacia la dere- 
cha, con signo +. 

— Llamaremos negativas a las distancias medidas hacia la iz- 
Quierda, con signo —. 
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Con este convenio, cuando demos la posición desde O, el signo 
del número indicará en qué sentido está el hombre con respecto a O. 

Así, —4 km indicaría que él está en C, +2 km implicaría que 
está en D. 

Llamaremos número positivo al número con signo +. 

Llamaremos número negativo al número con signo —. 


4.2. Números positivos y negativos 


De todo lo dicho anteriormente, es evidente que hemos creado 
una nueva clase de número, es decir, número negativo, y que, en 
consecuencia, podemos dividir los números en dos clases: positivos 
y negativos. Por los ejemplos que hemos visto, puede decirse que 
un número negativo es un número que, por su significado y efectos, 
es opuesto a un número positivo. 

Con frecuencia, como en los ejemplos de los apartados 4.1.1 y 
4.1.3, los números negativos indican un sentido opuesto al de los 
números positivos, y en este contexto, los números positivos y ne- 
gativos se llaman números con dirección*. 

Si los números negativos pueden ser clasificados correctamente 
como números, deben, en las operaciones con ellos, adecuarse a las 
reglas que gobiernan a los números que llamamos positivos. Estas 
operaciones se considerarán en su totalidad más adelante, pero unos 
pocos ejemplos sencillos servirán para mostrar que podemos ope- 
rar con ellos de la misma forma que con los números positivos. 

Por ejemplo, en el asunto de la suma, podemos sumar — 2 y —3, 
y una ojeada a la figura 4.2 mostrará que el resultado es —5, que 
es igual a la suma de —2 y otro —3 desde O al punto señalado 
como E. : 

O, si multiplicamos —3 por 2, es decir, doblamos la distancia 
desde O, obtenemos —6, en el punto F. 


* En matemáticas, las palabras dirección y sentido no son sinónimas. Dirección 
abarca a conceptos tales como vertical, horizontal, etc., y sentido a derecha, iz- 
quierda..., de manera que cada dirección tiene dos sentidos. Por ejemplo, la direc- 
ción vertical tiene los sentidos arriba y abajo. Con esta frase, el autor ha querido 
decir que los números enteros (que él llama números positivos y negativos) defi- 
nen una dirección que puede recorrerse en sentido positivo (a la derecha del cero) 
o en sentido negativo (a la izquierda del cero), como se verá más adelante en el 
lexto. (N. del t.) 


E a E 
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De igual forma, la división de —6 por 2 daria —3. 

Por claridad, durante el resto de este capitulo colocaremos a los 
números positivos y negativos entre paréntesis cuando intervengan 
en operaciones. Así, (—6) + (+2) = (— 3). 


4.3. Números negativos 


A cada número positivo le corresponde un número negativo, y 
podemos escribir una sucesión de números negativos en correspon- 
dencia con números positivos. 

Asi, si escribimos números comenzando, por ejemplo, por +6 y 
decreciendo en una unidad en cada paso, obtenemos la sucesión de 
números +6, +5, +4, +3, +2, +1,0. Con los números negativos no 
nos detenemos en cero, sino que continuamos sustrayendo, de forma 
que se obtiene —1, —2, —3, —4, —5,...., en orden decreciente de 
magnitud. O, si empezamos con (—6) y añadimos una unidad en 
sucesión, resulta la sucesión completa: — 6, —5, —4, —3, —-2, —1, 
0, +1, +2, +3, +4, +5, ..., en orden creciente de magnitud. Esta 
sucesión puede extenderse en cualquier sentido y los números frac- 
cionarios ocupan lugares en los «huecos» de la sucesión. Así resulta 
lo que se llama escala numérica completa*. 


4.4. Representación gráfica de la escala 
numérica completa 


. La representación gráfica de la escala numérica completa es tan 
IMPortante que volvemos a ella otra vez, siendo conveniente el uso 
de papel cuadriculado. Dibujamos la linea XOX”, como en la figu- 


ra 4.3, para mostrar la representación de una pequeña parte de 
la escala. 


Xx D A E 0 B F G $ 
=6 -5 -4 -3-2-1 0 +1 4243 +4 +5 +6 
 —Aá=——á áÁáhláÁ>> 
Figura 4.3 


» ” .. . . 
«conj de Utor emplea la expresión «escala numérica completa» como sinónimo de 
n 


o de números racionales», más usual. (N. del t.) 


JAR'23 


60 Algebre 


Sobre esta línea, comenzando desde un punto O y utilizando 
una escala adecuada, marcamos distancias hacia la derecha para re- 
presentar números positivos y hacia la izquierda para representar 
números negativos. 

Podemos imaginar que esta línea se extiende a cualquier dis- 
tancia por cualquiera de los dos lados de manera que pueda 
incluirse cualquier número. Los números que tienen decimales están 
entre aquellos marcados. Así, —2,5 estaría en A. 

Debemos resaltar dos teoremas: 


1. Cada número se puede representar por un punto adecuado 
en la escala. 


2. Inversamente, cada punto de la escala representa un número. 


Debe observarse también que los números representados en la 
figura aumentan de izquierda a derecha, según indica la flecha. 


4.5. Operaciones con números negativos 


Con la introducción de los números negativos, el álgebra atra- 
viesa las fronteras de la aritmética. Debemos proceder pues a exa- 
minar las operaciones con este nuevo tipo de números, recordando, 
como dijimos anteriormente, que deben ser conformes a las leyes 
del álgebra. Las operaciones importantes para nuestra presente dis- 
cusión son las fundamentales: suma, resta, multiplicación y división. 


4.6. Adición de números positivos y negativos 


Hemos visto ya en el apartado 4.2 que la adición de dos nú- 
meros negativos se realiza en la misma forma que la de los nú- 
meros positivos. Así como, 


(+3) + (+2) = +5 
se tiene 
(3) + (-2) = —5 


Tales operaciones pueden verificarse utilizando la figura 4.3. La 
suma de un número positivo y otro negativo puede deducirse tam- 
bién de dicha figura. 


A 
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Por ejemplo, (—4) + (+3) se representa comenzando en D, que 
a su vez representa a —4, y moviéndose +3 a la derecha de D, 
siendo el resultado —1. 

Igualmente (+3) + (—7) se calcula comenzando en F, que repre- 
senta a +3, y ya que —7 es un número negativo, nos movemos 
7 divisiones a la izquierda hacia D para hallar la suma, que es —4. 

Cuando los números negativos se denotan por letras, el proce- 
dimiento es el mismo. Asi pues, 


(—5a) + (+a) — da 
(+2b) + (-5b) = — 3b 
(-2x) + (+6x) = 4x 


4.7. Sustracción de números positivos 
y negativos 


Esta operación presenta un poco más de dificultad, ya que al 
principio no es fácil entender qué quiere expresarse con la sus- 
tracción de un número negativo, como, por ejemplo, (+6) — (—2) 
o (-2) — (—5). 

Esto puede deducirse de la figura 4.3, pero obtendremos prime- 
ramente la regla aplicando la ley fundamental de la adición y la 
sustracción. Ya que: 


9=7+2 
gntonces, 


9-2=7 y 9-7=2 
0, en términos generales, si 


a=b+c 
Entonces, 


a=b=c y a-c=b 
Hemos visto anteriormente que 


(25) +(+3)=-2 o (-2 =(-5)+(+3) 


BEI 
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de aqui 


(-2) — (—5) = +3 
pero sabemos que 


(-2) + (+5) = +3 
por lo que, comparando las dos igualdades: 
(5) = (+5) 
Claramente, se verifica un resultado idéntico para números cua- 


lesquiera. 


Concluimos que para todo número a 


=(-a)= +a 
e igualmente, 
(+ 2a) = +2a 
EJEMPLOS 


5x — (—3x)= 5x + 3x = 8x 
—2b — (-4b) = —2b + 4b = 2b 
EJEMPLOS GRAFICOS. Hallar (—2) — (—5). 


Puede deducirse la siguiente regla de la representación gráfica 
de la escala de números (Fig. 4.3): 


Si sumamos un número negativo nos movemos hacia la izquierda, 
a lo largo de la escala. 


De manera que: 
(-2) + (-5) = (-7) 
En consecuencia, si restamos un número negativo debemos mo- 
vernos hacia la derecha. 


Comenzando desde —2 y moviéndonos $ a la derecha llegamos 
a +3, es decir, (—2) — (— 5) = (+3). 


Hállese (—2) — (+5). 


Cuando sumamos un número positivo nos movemos hacia la 
derecha. 
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Cuando restamos un número positivo nos movemos hacia la 
izquierda. 
Empezando desde —2, nos movemos 5 divisiones hacia la iz- 


quierda y leemos —7. 
En resumen, las reglas para la adición y la sustracción son: 


+(+a) = (+4) 
+(—a) = (-d) 
=(+a) = (-4) 
—(—a) = (+4) 


El estudiante debe comparar estas reglas con las dadas para 
los signos en el apartado 3.2. 


4.8. Multiplicación 


1. Multiplicación de (—a) por (+b) y de (+a) por (—b). 
Consideremos, como caso particular, (— 2) x (+3). Ya que la mul- 
tiplicación es una forma abreviada de escribir la suma, el signifi- 
cado de (—2) x (+3) es: 


(—2) + (-2) + (-2) 
Esto es, según el apartado anterior, —6, luego 
(-2) x (+3) = (—6) 


Lo anterior puede aplicarse a cualquier par de números, y asi 
Concluimos que, en general, 


(—a) x (+0) = (—ab) 


ñ Puesto que el producto de dos números se puede efectuar en 
Orden cualquiera (Ap. 2.11): 


(+a) x (—b) = (-b) x (+4) 


y, 


Por el resultado anterior, esto es igual a (—ab). 
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2. Multiplicación de (—a) por (— b). 


Como(—a) x (+b) = (— ab) y un número negativo actúa en sen- 
tido opuesto a un número positivo, se deduce que: 


(—a) x (—b) = (+ab) 


4.9. División 
1. División de (+a) por (+b). 
Como 
(44) x (43) = +12 
entonces 
(+12) = (+4) = (+3) 


Igualmente, 


+(a) + (+b) = +(5) 


2. División de (—a) por (+0). 
Puesto que 


(+4) x (- 3) = (-12) 
tenemos que 


(12) + (+4) = (—3) 


a +(+0) =(-5) 


3. División de (+a) por (—b). 
Otra vez 


Igualmente, 


(-4) x (-3) = (+12) y (+12) + (-4) = (-3) 


Igualmente, 


(+0) +0 =(-5) 
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4. División de (—a) por (— b). 
Como antes 
(+4) x (3) = (-12) 


tenemos, 
(12) + (-3) = (+4) 


(—a) = (—b) =(+;) 


4.10. Resumen de las reglas de signos para 
la multiplicación y la división 


y, en general, 


Multiplicación División 

(+4) x (+b)= +ab (+0 + (+0) =(+7) 
(+a) x (—b)= —ab (+0 + (0) =(-5) 
(—a) x (+b) = —ab a + (+0) =(-5) 
(a) x (-b)= +ab coso =(+*) 


Estos resultados pueden resumirse en la siguiente regla: 


En una multiplicación o división de números positivos y 
negativos, cuando los dos números tengan el mismo signo, 
el resultado es un número positivo. Si los signos son dis- 

| tintos, el resultado es un número negativo. 


O, para recordar fácilmente lo anterior, decimos que: 


Signos iguales dan + 
Signos distintos dan — 
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4.11. Potencias. Cuadrados y raíces cuadradas 


Cuando elevamos un número al cuadrado, multiplicamos dos 
números con el mismo signo. De acuerdo con las reglas anteriores, 
su producto debe ser positivo. Asi, 

(+a) x (+a)= +4? 
(a) x (—a) = +4? 

En consecuencia, el cuadrado de cualquier número es positivo *, 

Se deduce de ello que cuando invertimos esta operación y queremos 


calcular la raíz cuadrada de a?, ésta puede ser tanto (+a) como 
(—a). Para indicarlo, usamos el signo +, que quiere decir «más 


o menos», es decir, 
yal= +a 


Multiplicando una vez más 
(—ay? =(—a) x (—a) x (—a)= —a? 
(—ay* =(—a) x (—a) x (—a) x (-a)= +a* 


De estos ejemplos y otros similares podemos deducir que: 


Una potencia impar de un número negativo es negativa. 
Una potencia par de un número negativo es positiva. 


E 


EJERCICIOS 


1. Un ascensor, que comienza desde la planta baja, sube hasta el 
cuarto piso. Luego desciende al segundo piso, sube al sexto y fr 
nalmente desciende nuevamente a la planta baja. Expresar su mo 
vimiento haciendo uso de números positivos y negativos. 


== 
* . . E 

2 El lector ya versado en álgebra comprenderá que nos estamos refiriendo 

siempre a los números reales, los únicos con los que trata este libro. Existen 10% 


ra imaginarios puros, para los cuales el cuadrado es siempre negativo. (N 


2. 
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El movimiento del mercurio en un termómetro es el siguiente: 


empezando a +8C sube 2”C, baja 14”C, luego sube nue- 
vamente 4C y finalmente desciende 6”C, Expresar este proceso, 
usando signos positivos y negativos, y hallar la temperatura final. 


3, 


¿En cuántos grados sobrepasa a una temperatura de —15*C 
a) una temperatura de —4*C? 

b) el punto de congelación ? 

c) +15%C? 


Empleando la escala numérica de la figura 4.3, encontrar: 
a) Cuánto es —2 mayor que —7. 
b) Cuánto es —6 menor que —1. 
c) Cuánto es +3 mayor que —5. 


¿Qué debemos sumar a —3 para que dé: a) —1, b) +1? 
c) ¿Cuánto debemos sustraer a —3 para dar —8? 


Escribir el resultado de: 


a) (+6) + (-2). b) (+6) — (—2). 
c) (-6) + (-2). d) (6) — (-2). 
e) 0—(-3) f) (-4) + (-49). 


9) (+4) -(-4, hh) (4) (+9) 


Simplificar las ecuaciones siguientes: 
a) +2a — (—5a). 

b) —4x — (+3x). 

c) +3ab — (—7ab). 

d) 2x-— 3y-5Sy-3x. 

e) (3a — 2b) — (2a + 5b). 

 (3x — y) — (4x — 3y). 

9) 3x — (3y — 4x). 

hy (5 + x) — (6 — 2x) — (3x + 7). 


a) Restar (x — 2y) de (3x — 4y). 
b)  Restar (x — y + 22) de (3x — 2y — 52). 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


a) 


Algebra 


Rellenar los paréntesis de las siguientes expresiones: 
a) 3a=( )=8a. by Sx-([ )=-xX 
O) -3a-( )=70. 


Escribir el valor de: 

a) 0- (+a). b) 0-—(-a). c) 0+(-a). 
Escribir las respuestas correspondientes: 

a) (+12) x (+3). by (+12) x (-3). 

a (-12) x (+3). d) (-12) x (- 3) 

e) (+12) = (+3). f (+12) = (-3). 

g) (-12) + (+3). hi) (1) = (-3) 

Hallar los resultados de las siguientes expresiones: 

a) (+a) x (—a). b) (-a) x (-a). 

c) (+a) = (-a). d) (-a) = (-a). 

Hallar el valor de: 

a) (—2a) x (+2b). b) (-2a) x (—2b). 

c) (+10x) x (—2y). d) (—10x) x (+2y). 

e) (+10x) = (- 2y). f) (—10x) => (- 2y). 
Calcular: 

a) (-4) x (+3) x (-2). b) (—a) x (+3a) x (—2a). 
c) (—18xy) + (—6x). d) (-24a?b?) + (+4ab). 
Hallar el valor de las siguientes expresiones: 

a) (—-5x) x (—2x) x (— x). b) ala — b) — b(b — a). 
c) —fa(—2b) x (—b);. d) —a(a — 2b — c). 
Simplificar: 


a) (+2a) x (—5b) x (— 2b). 
by (—4x)? — 2x(5x — 4). 
Cc) xy — 2) -— Ax — y) — y(x — 2). 


Escribir la segunda, tercera, cuarta y quinta potencia de: 


La bah 0 (- 2) 
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18. Hallar las raices cuadradas de 81 y 9x* y las raíces cúbicas 
de —x? y —8a0. 


19. Encontrar los resultados de la siguientes operaciones: 


a) (-8x) x (-2) b) (-10x) = (-2). 

cd) (-2xy)= (—-x). d) (+6b) + (—3). 

e) (+81?) = (40). f) (-4x%) = (-2x?). 

a) (-2x?) x (—4x). h) (+15x?y) = (—5xy). 

i) (- Ra?b?) = (+ 3ab). j) (-24a*bc?) — (—4abc). 


20. Hallar el valor de: 


1 
a) (—a) x (-b) = (—a). b) (+5) x (xp. 


Cd) (-6x? x (—-x)? = (-2x)* 


JAR'23 


Ecuaciones lineales” 
con una incógnita 


5.1. Significado de una ecuación 


Si sabemos que 5 veces un cierto número es 40, un sencillo 
proceso aritmético nos permite calcular que esc número es $, 

En forma algebraica, se puede expresar este problema como slgue: 

Sea n el número desconocido. Entonces, formulimos la pregunta 
de esta manera: 

Si 5n = 40, ¿cuál es el valor de n? 

La sentencia 5n = 40 se denomina una ecuación, Es una sentencia 
de igualdad, pero también implica que buscamos un valor de 1 
que haga el lado izquierdo de la ecuación igual ul derecho, o como 
se dice usualmente, «que satisfaga la ecunción». El proceso de on 
contrar el valor de n que satisface la ecuación se lluma «resolución 
de la ecuación». 

La solución de la ecuación de arriba consiste simplemente en 
la división del término de la derecha por el cocficiente de n, y puede 
realizarse en la forma: 


Sn = 40 
n= 40 +5 
n=8 


La resolución de una ecuación es raras veces tan simple, Lan 
ecuaciones están formadas generalmente por expresiones más o me 
nos complicadas en ambos lados de lu ecunción. Mediunto vin las 


* Véase el apartado 9.3 para comprender por qué so los Buena ectutciones «luca 
les». Algebraicamente, «lineal» indica «que la mcógniln aparece aba rmernde vota en 
ponente |. (N. del 1.) 
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operaciones, intentaremos reducir la ecuación a la forma sencilla 
anterior. Luego se encuentra fácilmente el valor de la letra des- 
conocida. Estas operaciones se explicarán en los ejemplos siguientes. 


5.2. Resolución de ecuaciones 


EJEMPLO 1. Si a 8 veces un número le restamos $, el resul- 
tado es 123. ¿Cuál es este número? 

Este problema sencillo podria resolverse mentalmente, pero ser- 
virá como una introducción al proceso de resolución. 

Sea n el número. Entonces, 8n — $5 es la expresión que enuncia 
algebraicamente «8 veces el número menos 5». Pero lo anterior es 
igual a 123, así que podemos formar la ecuación: 


8n — 5 = 123 


Este es siempre el primer paso a tomar: formular la ecuación. 
Luego continuamos hacia la solución, es decir, encontrar el valor 
de n que la satisface. 

El enunciado anterior significa que 123 es 5 unidades menor que 
8 veces el número o, si 123 fuese incrementado en 5, sería igual 


de veces el número. Por tanto, podemos escribir la ecuación en esta 
Orma: 


8n = 123+5 


Así que hemos obtenido casi la forma que buscamos, des- 
Pués de lo cual podemos encontrar fácilmente la solución. 

Hemos llegado a este paso mediante la transferencia del 5 al 
Miembro derecho, dejando sólo un múltiplo de n, el número desco- 
Mocido, en el miembro izquierdo. En esta transferencia el proceso 
'CQuirió cambiar el signo del $. 

El mismo resultado podría haberse obtenido como sigue: puesto que 


8n — 5=123 


Si; ; É ; 
dumentamos cada miembro en $ unidades, la consecuencia será 
que nos quedaremos sólo con el 8n en el miembro izquierdo, por lo 


due ambos seguirán siendo iguales. Tendremos como muestra nueva 
lación: 


8n -54+5=1234+5 


<< 
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de donde 
8n =128 y n=16 


Este método se emplca en la resolución de prácticamente todas 
las ecuaciones, y se basa en que: 

a) Si sumamos o restamos un mismo número a ambos miembros 
de una ecuación, la ecuación no varía. 

Como regla práctica, esto equivale a pasar un número de un 
miembro de la ecuación al otro, y cambiar al mismo tiempo su signo, €s 
decir, cambiar + a — y — a +. 

Un teorema similar al anterior y que emplearemos más ade- 
lante es: 

b) Si multiplicamos o dividimos por un mismo número ambos 
miembros de una ecuación, la ecuación no varía. Si el factor multi- 
plicativo es —1, ambos miembros cambian de signo. 


EJEMPLO 2. En el apartado 1.4 vimos que podemos expresar 
algebraicamente tres números impares consecutivos en la forma: 


2n + 1,2n + 3,2n +5 


donde n es cualquier entero. 

Supongamos ahora que se quiere resolver este problema: 

La suma de tres números impares consecutivos es 81. ¿Cuáles 
son esos números? 

Representemos primero estos tres números impares, como arri- 
ba, por 


2n + 1,28 +3,2n +5 


A continuación, expresamos algebraicamente el hecho de que su 
suma es 81. Así pues, obtenemos la ecuación: 


(2n + 1) + (2n + 3) + (2n + 5) = 81 


El uso de los paréntesis ayuda a clarificar el enunciado. Eli- 
minamos los paréntesis y resulta: 


2n+1+2n+3+2n +5 =8l1 
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Sumando términos homogéneos 


6n + 9 = 81 
Así pues, como antes 
6n = 81 — 9 
O sea, 
6n = 72 
por lo que 
n=12 


Los números impares se obtienen sustituyendo n = 12 en 
2n + 1,2n+3,2n +5 


Por tanto, los números son 25, 27, 29. Esto debe comprobarse 
verificando que su suma es 81. 


Las ecuaciones surgen de múltiples maneras en los problemas 
prácticos, y daremos ejemplos de ello posteriormente, pero es desea- 
ble que el estudiante tenga primero práctica suficiente con los mé- 
todos de resolver ecuaciones. En consecuencia, resolveremos y dare- 
MOS para practicar ejemplos de ecuaciones sin relación con ningún 
tipo especial de problemas. 

Es costumbre en tales ecuaciones prácticas utilizar letras del 
final del alfabeto, x, y, z, para representar números desconocidos 
(incógnitas), y, cuando es necesario, letras iniciales del alfabeto, 
a etc., para representar números conocidos. La elección de estas 

se debe a Descartes (siglo XVII). 


EJEMPLO 1. Resolver la ecuación: 
6x - 5=2x+09 


AE método a seguir es agrupar los términos en los que in- 
Nos ene la incógnita x, en el miembro izquierdo, y los otros térmi- 
» £n el miembro derecho. 
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Pasando el término en x del miembro derecho, obtenemos: 
6x — 2x-5=9 
Pasando el —S5, al segundo miembro: 


6x — 2x=9>+5 


4x = 14 

e 7 
x= 

2 


Nota.—Con la práctica, los dos pasos de transferencia de un 
miembro a otro pueden realizarse a la vez. 


Comprobación.—La exactitud de la solución de una ecuación 
puede verificarse siempre sustituyendo en ambos miembros el valor 
de la solución encontrada. En el caso anterior: 


7 
miembro izquierdo: (s x 2) -5=16 


7 
miembro derecho: (2 x 5) +9=16 


Los dos miembros son iguales. Por tanto, 


Pl 
x= 


satisface la ecuación. 
EJemMpLO 2. Resolver la ecuación: 


10(x — 4) = 4(2x — 1) +5 


Primero simplifiquemos ambos miembros eliminando paréntesis. 
Entonces, 


10x — 40=8x-4+5 
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Pasando 8x al miembro izquierdo y —40 al derecho, 


10x — 8x =40-4+5 
2x = 41 
x = 20,5 


Comprobación. 

Miembro izquierdo: 10(20,5 — 4) = 10 x 16,5 = 165 
Miembro derecho: — 4(2 x 20,5 — 1) + 5 = 160 + 5 = 165 
Por tanto, x = 20,5 satisface la ecuación. 


EJEMPLO 3. Resolver la ecuación: 


ca 
$ 


Cuando en la ecuación intervienen fracciones, el primer paso, en 
general, hacia la simplificación es «quitar denominadores». Esto se 
efectúa multiplicando todo por un número tal que los denomina- 


q desaparezcan. Esto se justifica con el teorema (b) del apar- 
tado, 5.2, 


El número más pequeño que nos permite eliminar los denomi- 
Nadores- es su mínimo común múltiplo (m.c.m.), en este caso 20. 
Multiplicando cada término de los dos miembros por 20 obtene- 


mos: 
ES lrlExiolelEx 0120: 
5 + 2 = eS =(3x ) 
12x + 10x = 25x — 60 
12x + 10x — 25x = -60 
—3x = —60 
x= —60- -—3 
x=>20 (por la ley de los signos) 


lo 
Cc E . x 
Val debe comprobarse como en los ejemplos anteriores. 
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EJEMPLO 4. Resolver la ecuación: 


-2 2 1 
4% E =5$+ ña 


Multiplicando todo por 12: 
48x — 4(x — 2) = 60 + 342x + 1) 


Eliminando paréntesis: 


48x — 4x+8=60 + 6x + 3 
48x — 4x— 6x=60+3-8 


38x = 55 
35 
*= 3 


Compruébese por sustitución. 


5.3. Problemas que conducen a ecuaciones 
con una incógnita 


Los siguientes ejemplos ilustran los métodos de resolver proble- 
mas mediante ecuaciones con una incógnita. El método general a 
seguir es: 

1. Habiéndose decidido cuál es la incógnita, represéntese ésta 
por una letra, por ejemplo x, enunciando claramente cuan- 
do sea necesario, las unidades que se empleen. 

2. Fórmese una ecuación que represente los datos proporciona- 
dos por el problema acerca de la incógnita. 

3. Resuélvase la ecuación. 


EJEMPLO 1. A un baile acudieron 10 mujeres más que hombres. 
Los hombres pagaron 200 pesetas cada uno, las mujeres 150, y la 
recaudación total fue de 16.200 pesetas. ¿Cuántos hombres y mu- 
jeres estuvieron en el baile? 

Hay dos incógnitas: el número de hombres y el número de 
mujeres. Pero si el número de hombres se conoce, el número de 
mujeres es 10 unidades más. 


a eo 
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Sea x = el número de hombres. Entonces, x + 10 = el número 


de mujeres. 
Los datos proporcionados anteriormente se representan como 


sigue: 


200x = Dinero pagado por los hombres, en pesetas. 
150(x + 10) = Dinero pagado por las mujeres, en pesetas. 
16.200 = Suma total pagada, en pesetas. 


La ecuación que los conecta es, en consecuencia, 


200x + 150(x + 10) = 16.200 
200x + 150x + 1.500 = 16.200 


350x = 16.200 — 1.500 
350x = 14.700 
x =42 


Por tanto, el número de mujeres es x + 10 = 52. 
La solución es 42 hombres, 52 mujeres. 


EJEMPLO 2. Un motorista viaja de una ciudad A a una ciu- 
dad B, con una velocidad media de 64 km/h. En su viaje de 
vuelta, la velocidad media es de 80 km/h. El trayecto de ida y 


vuelta (no incluyendo paradas) ha durado 9 horas. ¿Cuál es la dis- 
tancia de A a B? 


La incógnita es la distancia de A a B. 
Sea x la distancia en kilómetros. Ahora bien, 


Distancia = Velocidad x Tiempo 
Distancia 


Velocidad Mic apo 


Entonces, 
. » . . Xx 
Tiempo para el viaje de ida = 64 


Tiempo para el viaje de vuelta = 50 


y 
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Pero el tiempo total es de 9 horas, por lo que la ecuación es: 


XxX o Xx 
á— +*—= 
64 80 á 


Para simplificar las fracciones, se multiplica todo por 320: 


Xx Xx 
Sx + 4x =9 x 320 


9x=9 x 320 
x = 320 km 


Ello debe comprobarse aplicando las condiciones dadas en el 
problema. 


EJEMPLO 3. Los sueldos semanales de dos obreros eran de 
4.800 y 3.700 pesetas. Se acordó aumentar ambos sueldos en la 
misma cantidad, de manera que el salario de uno fuese 6/5 del 
otro. ¿Qué aumento se realizó? 

La incógnita es el dinero que debe añadirse a los salarios. Sea 
x el aumento en pesetas. Entonces, 


(4.800 + x) = Nuevo sueldo del primer obrero (en pesetas). 
(3.700 + x) = Nuevo sueldo del segundo obrero (en pesetas). 


Por los datos, 


4.800 + x = (3.700 +3) 


Operando: 


5(4.800 + x) = 6(3.700 + x) 
24.000 + 5x = 22.200 + 6x 
24.000 — 22.200 = 6x — 5x 
1.800 = x 


Ecuaciones lineales con una incógnita 79 


El aumento semanal es de 1.800 pesetas. Ello debe comprobarse 
añadiendolo a cada uno de los sueldos semanales y asegurándose 
de que uno es 6/5 del otro. 


e A —- _——————————————+— 


EJERCICIOS 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


l. a) 14x = 35. b) 1,5x = 30. 
3 5 
2. 3* = 24, b) e = 50. 
3. a) 3x= —48. b) —2x = 20. 
4. a) a” Pos 
' 3* = . ) 37 = 24, 
lo 2__ 
a) 057? b) 0 0,8. 
6 a 5x+8=24. b) 10x — 9 = 41. 
7. a) 3x— 4,7 = 28. b) 2,5x + 50 = 80. 
8. ad) 3x-5=2x +3. b) 6y +11 = 3y + 15. 
9. a) 2x+6=14- 3x. b 2+20=S5Sz- 44. 
10. a) 3y-15=7y- 8,7. b) 4,8x + 52 = 3,2x — 20. 
11. a Fy — 44 = 7 e as 
) 3y A 2y + 6. b) x + 35 = 20. 
12. a) xx 2 x x 
==2=0 by =5 
5 “3 0102 
13, 


42x — 5) = 3(2x + 8). 
dx — Ax + 4) = 5x — 28. 
Ux + 5) — Ax — 6) = 20. 


<BR 


JÁR'23 


26. 


27. 


28, 


29. 
30. 
31. 
32. 
33, 
34, 


Álgebra 


Sy — 1) — Ay + 6) = 2y + 12, 
Ax — 1) + Mx + 4) = 4(x + 1) — (x — 5). 
Ax — 7) — 4Qx — 4) = 4x + 3). 


l l 
—(3y 6) -— —- »—4)= O. 
38 +6) 3 ) =2 


x 4 2x 
a) ¿730 b) 3 3-8 
3x x SMx-— 4) 
—-(x—-2)=1 b =-_= 
a) (x — 2) = 12, ) 3 3 6 
2x-—5 esla 
3 4 2 
Tx-6 5x+3 HET 
4 7 OS 


1 2 

A e 

1215 — x) — (3x — 4) = 23. 

3 1 1 

¿U- A a 


, l — 
O Y 
7 $ 5 
2x+4 3x-5 
1,5 2,5 


Resolver para n la ecuación 2n = 0,58(12 — m). 


=1l, 


¿Para qué valor de r es 18,4 igual a 2(3,5r — 1)? 
Encontrar x cuando 7,5/x = 5/2. 

Hallar c si 18/2c = 3,8. 

Si C = V/R, hallar Y cuando C = 8, R = 455. 

¿Para qué valor de x es 3(x — 5) igual a (4x + 3)/2? 
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35. Restamos 6 unidades a tres veces un cierto número n. El 
resultado es igual al doble del número más 6. ¿Cuál es el valor 
de n? 


36. Existe un número tal que cuando lo multiplicamos por 5 y 
le restamos 14, el resultado es 348,5. Hallar este número. 


37. Restamos 189 de 5 veces un cierto número, y lo que resulta 
es la mitad del número original. ¿Cuál es ese número? 


38. Un tercio de un número sumado a cuatro quintos de sí mismo 
es igual a 17. ¿Cuál es ese número? 


39. Cuando se resta 9 de 6 veces un cierto número, el resultado 
es 45 unidades mayor que el doble del número. Encontrar el número. 


40. La suma de tres números impares consecutivos es 69. ¿Cuáles 
son esos números? 


41. Un hombre camina de una ciudad hacia otra a una velocidad 
media de 2,5 km/h. En la vuelta, aumenta la rapidez de su velo- 
cidad media a 3 km/h. El tiempo que duró el viaje de ida y vuelta 
fue 7 h 20 min. ¿Qué distancia hay entre las dos ciudades? 


42. La suma de un número y el 4 por 100 de él mismo es 41,6 
¿de qué número se trata? 


43. El perímetro de un rectángulo es de 44 cm. Si uno de los 
dos lados contiguos es 1,8 cm más largo que el otro, ¿cuáles son 
las longitudes de los lados? 


44. Algunos hombres acuerdan pagar equitativamente para el uso 

€ Una barca, y cada uno paga 15 pesetas. Si hubiese habido dos 
"ombres más en la reunión, cada uno hubiera pagado 10 pesetas, 
¿Cuantos había y cuánto costaba el alquiler de la barca? 


45. Un hombre distribuye 200 pesetas entre 20 muchachos, dando 
Pesetas a algunos y 25 pesetas a cada uno del resto. ¿Cuántos 
Muchachos recibieron 25 pesetas cada uno? 


%. Un hombre tiene cuatro veces más edad que su hijo. Al cabo 


€ cuatro años tendrá el triple. ¿Cuáles son sus edades en el mo- 
Mento actual? 


— BES 
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47. La correspondencia entre los grados de los termómetros cen- 
tigrado (Celsius) y Fahrenheit es 


€ =(% + 2) 


¿Qué número de grados centigrados equivale a 86*F? 


48. Un librero compra 120 volúmenes de una cierta colección. 
Vende algunos al precio de venta al público de 180 pesetas cada 
uno, y el resto durante un saldo a 120 pesetas cada uno. Si el 
montante total de la venta fue de 19.200 pesetas, hállese cuántos 
volúmenes de cada precio se vendieron. 


49. Un autobús transporta 32 pasajeros, algunos con billetes de 
30 pesetas y el resto con billetes de 50 pesetas. Si el dinero total 
pagado por los pasajeros es 1.140 pesetas, hállese el número de 
billetes de 30 pesetas que se han vendido. 


Fórmulas 


6.1. Importancia práctica de las fórmulas 


Una de las aplicaciones más importantes del álgebra elemental 
es el uso de fórmulas. Las fórmulas se emplean constantemente 
en todas las áreas de la ciencia y matemáticas aplicadas, como 
ingeniería mecánica y eléctrica, construcción de aviones, etc., y su 
interpretación y manipulación son esenciales. 


6.2. Tratamiento de las fórmulas 


En el primer capítulo de este libro ya se introdujeron algunos 
ejemplos de fórmulas sencillas. Con la ayuda de un mayor cono- 
cimiento de simbolos algebraicos y Operaciones, y una creciente 


habilidad en su utilización, el estudiante puede proseguir ahora con 
Casos más difíciles. 


Las fórmulas comprenden tres operaciones: 
— Construcción. 

— Manipulación. 

— Evaluación. 


La construcción de fórmulas no puede determinarse por ninguna 
4 0 método específicos. Es necesario poseer conocimientos sobre 
o Principios del álgebra y habilidad en su aplicación. Pero, en 
lante trata con fórmulas que ya han sido dedu- 
O Que necesita es habilidad en usarlas y a medida que 


a Su conocimiento del álgebra, está mejor equipado para tra- 
huevos ejemplos. 


regl 


Ecneral, el estud 
Cidas, L 


AUment 
tar con 
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La manipulación y la evaluación de las fórmulas están estre- 
chamente relacionadas. Una fórmula puede necesitar ser reordena- 
da o simplificada antes de poder hacer cualquier sustitución de 
valores. Sólo la experiencia guiará al estudiante para determinar 
qué manipulación es deseable a efectos de evaluación o cualquier 
otro propósito. Una clara secuencia de pasos de trabajo es siempre 
esencial para obtener exactitud. 


EJEMPLO 1. Hallar la fórmula del área total A de la superficie 
de una pirámide de base cuadrada, como la dibujada en la figura 6.1, 
si AB=a y OQ =d. 


y 
A 
Figura 6.1 


OQ es perpendicular a AB, y representa la altura del triángulo 
AOB. 


El área total es la suma de: 
Area de la base + Areas de los cuatro triángulos, idénticos a AOB 


Area de la base = a?. 

Area de cada triángulo = (1/2)ad. 

Area de todos los triángulos = 4 x (1/2)ad = 2ad. 
Area total de la pirámide = a? + 2ad. 


A = ala + 2d) 


EJEMPLO 2. Si L = [W(T — t)/w] — t, hallar L cuando t = 8,5, 
w= 115, W = 380, T = 28,5. 


A Jj 
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Sustituyendo en la expresión inicial, 


380/28,5 — 8,5) 
- 115 Ñ 
_ 380 x 20 
AS 
= 66 — 8,5 
= 57,5 


8,5 


6.3. Transformación de fórmulas 


En las fórmulas examinadas, hemos visto que una magnitud se 
expresa en términos de otras magnitudes, y que la fórmula expresa la 
relación entre ellas. Asi, en la fórmula para el volumen d= un cono 
(V = (1/3)nr?h, ejercicio 2 del final de este capítulo), este volumen 
se expresa en términos de la altura del cono y el radio de la base. 

Pero puede resultar necesario expresar la altura del cono en tér- 
minos del volumen de éste y el radio de la base. En este caso, 
escribiriamos la fórmula en la forma: 


3V 


nr? 


h 


es decir, se transforma la fórmula. 
, Cuando se expresa una magnitud en términos de otras, como en 
= (1/3)xr?h, la magnitud así expresada, en este caso Y se denomina 


a veces «sujeto de la fórmula». Asi, cuando la fórmula anterior se 
transforma en 


dede de la fórmula pasa a ser h. Este proceso de transforma- 

Mido 4 sido llamado por el profesor Sir Percy Nunn «cambio del 
e la fórmula». 

expo ansformación de fórmulas requiere a menudo habilidad y 

diran Cia en manipulación algebraica; los siguientes ejemplos ayu- 
comprender los métodos a seguir: 


A o 
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EJEMPLO 1. De la fórmula T = nfd*/16, encuéntrese: 


a) fen términos de las otras magnitudes. 
b) den términos de las otras magnitudes. 


De 7 = nfd?*/16, eliminando denominadores: 


16T = nfd? (1) 
o 
afd3 = 167 
dividiendo todo por ad”, 
_ 16T 
ad? 


De (1), dividiendo todo por xf, 


167 
rf 


Ny 
ul 


EJEMPLO 2. Transformar la fórmula 


di = 


2 
ala 
31 


en una que exprese d en términos de las otras magnitudes 


8d? 
Leyes 
E 3 


Eliminando denominadores: 


3IL = 31? + 8d? 


A A 
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8d? = 3IL — 38 
_3IL—3P 
E 


3IL 31 
qe a 
8 


EJEMPLO 3. La velocidad, V, del agua que fluye por una tu- 
bería, aparece en la fórmula, 


2 


Cambiese el sujeto de la fórmula a V. 
Escribiendo la fórmula como 


2 
0,03 E Xx a h 
D 2 


dividimos ambos miembros de la ecuación por 0,03(L/D): 


y2_,_003L D hD 
=h>-"—=hx == — 
29 pD “**%o003L— 003L 
2_ 2ghD 
0,03L 
_  p2ghD 
—N/0,03L 


EsJempLO 4. Sia-—b= x(c — nd), despejar n en función de las 
Otras letras, 
A e fijar nuestra atención en los términos que contengan 
ello ed nd. Intentaremos aislarlos de los otros términos. Para 
» dlvidamos ambos miembros por x. Entonces 


a=b 
=c— mM 


x 
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Pasando c al primer miembro: 


=c= —ad 


EJEMPLO 5. El periodo de oscilación de un péndulo simple está 
dado por la fórmula 


Elevamos al cuadrado ambos lados. Entonces, 


l 


(? =4n? x — 
g 
1?g = 4n?l 
4? = gr? 
2 
peta 
áx 


6.4. Ecuaciones literales 


Las operaciones que se emplean para cambiar el sujeto de uné 
fórmula son las mismas, en principio, que las utilizadas en la reso" 
lución de ecuaciones. Una diferencia esencial con las ecuacione? 
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tratadas en el capitulo 5 es que, mientras que con éstas se trata de 
obtener valores numéricos, cuando resolvemos las ecuaciones de una 
fórmula, la magnitud que es el sujeto de la fórmula se expresa en 
función de otras magnitudes y su valor numérico no está determi- 
nado, excepto cuando se conocen los valores numéricos de las ci- 
tadas magnitudes. 

Frecuentemente, sin embargo, es necesario resolver ecuaciones 
en las cuales los valores de las incógnitas se encontrarán en fun- 
ción de las letras que aparecen en la ecuación. Tales ecuaciones 
se denominan ecuaciones literales. Los métodos para su resolución 
son, en principio, los mismos que los empleados en el capitulo S. 
Estos métodos se utilizan en los ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 1. Resuélvase la ecuación 5x — a = 2x — b. 

Como se puntualizó anteriormente (Ap. 5.3), x representa la can- 
tidad desconocida (incógnita), y el uso de las letras a y b señala la 
diferencia entre esta clase de ecuaciones y las del capítulo $. Sin 
embargo, los métodos para resolver la ecuación son los mismos y 


a y b se tratan en la misma forma que los números ordinarios. 
Por tanto, en la ecuación 


$x-a=?2x-—b 


pesado 2x al primer miembro y —a al segundo (teniendo en 
énta que hay que cambiar los signos al hacerlo): 


5x—-2x=a-=b 
3Ix=a-—b 


_a-=b 
3 


x 


E E 
EMPLO 2. Resuélvase para x 


alx — 2) = 5x — (a + b) 


E oy 
liminando paréntesis: 


ax—-2a=5Sx-a-—b 


A 


de -JAR23 
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Despejando 
ax—5x=2a-a-—b 
ax—5x=a-b 
Esto introduce una diferencia con respecto a las ecuaciones nu- 
méricas. Con éstas últimas, sumamos los términos que contienen x 
simplemente sumando sus coeficientes. Sin embargo, en este caso 


no puede realizarse aritméticamente la adición. Algebraicamente, 
la suma de los coeficientes de x €s 


a+(-5) o a-5 
Por ello, escribimos: 
(a — 5hx=a-b 
Dividiendo ambos miembros por el coeficiente de x: 


=D 
a-—5 


x 


e 


EJERCICIOS 


1 Si s = ur + (1/2Jar?, hallar s cuando u =15,1=53 y a = 8. 


2. El volumen de un cono, V, está dado por la fórmula: 


donde r es el radio de la base y h la altura del cono. Encontrar 
V cuando r = 3,5 y h = 12 (a = 3,14). 


3. El volumen de una esfera está dado por la fórmula: 


Y = 10 


donde r es el radio de la esfera. Hallar Y cuando r = 3 (n = 3,14). 


TINA 
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4. Si 


A 
2g 


hallar E cuando W = 15,5, v = 18,8 y g = 32. 


5, Dela fórmula: 


hallar € cuando E = 17,6, e = 1,5, R = 28,4 y r = 2,6. 


6. En un puente colgante, la longitud del cable está determinada 
por la fórmula: 


donde Les la longitud del cable, d la luz (abombamiento) en el 
centro del cable y | la anchura (en horizontal) del puente, y todas 
las medidas están en metros. Hallar Lcuando d = 6 y | = 56. 


7. Una fórmula para la carga que soporta una viga es: 


_ 4kbd? 
e 


W 


Hallar W cuando k = 45, b=2, d = 1/2 y I= 20. 
8. si 


nn + DQn + 1) 
s= A 
6 


hallar s cuando n = 8. 


A 
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9. La siguiente fórmula es utilizada con relación al funcionamiento 
de martinetes: 


Wh 
L= == —= 
dW + P) 


Hallar Lsi W=5,d=1,5,P =19 y h = 455. 
10. Si 
R = W(x + 31) 
hallar R cuando W = 210, x = 6,5 y t = 0,04, 


11. De la fórmula: 


plAN 
H= == 
33.000 


hallar H cuando p = 18, | =2, A =80 y N = 360, 


12. Si la fórmula para el área, A, de un circulo, en función de su 
radio, r, es A = nr?, cambiese el sujeto de la fórmula para expresar 
r en función del área. 


13. Transformar la fórmula del volumen de una esfera, es decir, 
V = (4/3)nr?* (véase el Ap. 6.4, núm. 3), en una fórmula en la que 


se exprese r en función del volumen. 


14. Cambiar la fórmula para el volumen del cono, es decir, 
Y = (1/3)nr?h, en una fórmula cuyo sujeto sea r. 


15. La potencia de un motor, en caballos de potencia, está dada 
por la fórmula: 


Expresarlo como una fórmula para C. 
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16. La fuerza de elevación de un electroimán está dada por la 
fórmula: 
B?A 
F= OS 


donde F es la fuerza. Transfórmese en una fórmula cuyo sujeto 
sea B. 


17. La sagita, d, en una viga, está dada en ciertas condiciones por 
la fórmula: 


_ WE 

— 48El 
Exprésese como una fórmula para | en función de las otras mag- 
nitudes. 


18. Si v? = u? + 2as, expresar s en función de u,v y a. Hallar el 
valor de s parau =15,v=20ya=5. 


19. La fórmula que enuncia la ley de Ohm en electricidad es 
1= V/R. Exprésese: 1) como una fórmula para Y, y 2) como una 
fórmula para R. Hallar I si Y =2 y R=20. 


20. Si n?r + 1 = NR, reordenar la expresión de manera que se 
Convierta en una fórmula para n. Hallar el valor de n cuando 
N=25,R=2yr=081. 


Al La relación entre el volumen, v, de un gas y su presión, p, 
Está dada por la ley pv = k. 


En un cierto experimento, cuando p=84 y v= 12, hallar el 


y E ds 
alor de k y expresar entonces la fórmula que da v en función 
€ P y el valor de k. 


Resolver para x las siguientes ecuaciones: 


2 5-da=0 23. 5x-3a=70. 
A dde 25. 3x +2b =2x + 3b). 
o or+boda—» 27. bx-p)=c. 
2, 24 b=b- bx 29. 3(ax — 2) + 25b = 6b. 


<< o 


30. 


32. 


34. 


Algebra 


pix — q) = xlp — 9). 


ax — 4b = bx — b. 


a(x — a) = b(x + b). 


b 
=--6, 
3 
=4-x 
3x 
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7.1. Ecuaciones lineales con dos incógnitas 


Las ecuaciones lineales que se han considerado en el capitulo 5 
contienen sólo una magnitud desconocida (incógnita) cuyo valor debe 
determinarse. Pero muchas fórmulas que han aparecido en los ca- 
pítulos anteriores contienen varias magnitudes. Existen casos en los 
que se precisa conocer el valor de más de una de ellas. Igualmente 
surgen problemas para los cuales su resolución involucra la deter- 
minación de más de una incógnita. 


7.2. Resolución de sistemas de ecuaciones 


Un problema sencillo nos servirá para ilustrar la afirmación 
anterior. Supongamos que nos dicen: 

La suma de dos números es 10, ¿de qué números se trata? 

Representemos los dos números por x e y. Entonces, sabemos que 


x+y=10 


Es evidente que existe un infinito número de soluciones de esta 
ecuación, tales como (1,9), (2,8), (3,5, 6,5), etc. Si escribimos la 
€cuación en la forma 


x=10- y 


e . .. 
llo Proporciona x en función de y. 
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Para cualquier valor que demos a y en esta ecuación, podemos 
encontrar el correspondiente valor de x, y cada par de valores 
proporciona una solución de la ecuación. 

Si existe una segunda condición que deba cumplirse, podemos 
determinar cuál de estos pares la satisface. 

Por ejemplo, si en añadidura al enunciado de que la suma de 
los números es 10, nos dicen también que uno de ellos es cuatro 
veces el otro, entonces sólo uno de los pares de valores a que 
hemos hecho referencia anteriormente satisfará ambas condiciones, 

Si 

x+y=10 (1) 


x =dy (2) 


Sustituyendo x en la ecuación (1), se obtiene: 


dy + y=10 
Sy=10 
y=2 
y puesto que 
x =4y 
entonces, 
x=8 


Por tanto, la solución que satisface simultáneamente ambas ecua- 
ciones es x = 8, y =2, y claramente, no existe otra solución. Por 
esta razón las denominamos sistemas de ecuaciones. 

Es evidente que si existen dos incógnitas cuyos valores deben 
hallarse, es posible formar dos ecuaciones distintas que los de- 
terminen. 

Los métodos empleados en la resolución de sistemas de ecua- 
ciones se muestran en los siguientes ejemplos. 


EJEMPLO 1. Resolver el sistema: 


2x + y = 21 (3) 
3x + 4y = 4 (4) 
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En el método que utilizaremos en este ejemplo comenzamos 
or obtener una incógnita en términos de otra. Se escoge la más 
facil de despejar, y en este caso, de la ecuación (3) obtenemos: 


y =21-2x (5) 


Hubiésemos podido encontrar x en función de y, pero ello habría 
supuesto fracciones, y ello no es cómodo. 

Sustituyendo en la ecuación (4) el valor de y obtenido así de la 
ecuación (3): 


3x + 4(21 — 2x) = 44 


De esta forma llegamos a una ecuación lineal con una sola 
incógnita, que se resuelve como en los apartados anteriores: 


3x + 84 — 8x = 44 
3x — 8x = 44 — 84 


—5x = —40 
5x = 40 
x=8 


Sustituyendo este valor de x en la ecuación (5), podemos en- 
Contrar y. Así pues, 


y = 21 — (2 x 8) 
733 


Por tanto, la solución es x=8€ y=5. 
Estos valores deben ser comprobados sustituyendo en ambas 
Ecuaciones. 


EJEMPLO 2. En el siguiente ejemplo mostramos un segundo 


método que puede ser frecuentemente empleado de una manera 
Ventajosa. 


Resolver el sistema 
3x— y=2 M 
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Se observa que si sumamos los lados respectivos de amba, 


ecuaciones, sería eliminada y, ya que resultaría (+ y) + (— y) =q 
Así pues, sólo quedaría x. Está claro también que la suma de lo, 
dos miembros izquierdos de las ecuaciones deben igualar la Sum, 


de los dos lados derechos, es decir, 


(x + y) + (3x — y) = 15 + 21 


de donde 
x+3x= 36 
4x = 36 
x=9 


Sustituyendo este valor de x en la ecuación (7), o, si ello es más 


fácil, en la ecuación (6): 


(3 x 9) - y =21 


27 — y =21 
-y=-6 
y=6 
siendo la solución: 
x=9 , y=6 


EJEMPLO 3. En el ejemplo siguiente empleamos ambos métodos 


anteriores. 
Resolver el sistema de ecuaciones: 
2x + 3y = 42 (8) 
S5x-y=20 (9) 
Primer método: Sustitución 
De la ecuación (9): 
=y=20-— 5x 
(10 


y =5x-—20 
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Sustituyendo en (8): 
2x + 3(5x — 20) = 42 
2x + 15x — 60 = 42 
17x = 102 
x=6 
Sustituyendo x en (10): 
y = (5x6) - 20 
y=10 


la solución es: 


Segundo método: Eliminación 


En este ejemplo no puede eliminarse ninguna letra mediante su 
adición a ambos lados de la ecuación, como en el ejemplo 2. Pero 
multiplicando los dos lados de la ecuación (9) por 3, podemos 
eliminar y. 

Procedemos de la siguiente manera: 

2x + 3y = 492 (11) 
5x-y=20 (12) 
Multiplicando todo por 3 en (12): 
15x — 3y = 60 (13) 
Sumando (11) y (13): 
(2x + 3y) + (15x — 3y) = 42 + 60 
17x = 102 
x=6 
d 
€ donde podemos calcular y como antes. 
Nota.—x Podría haberse eliminado de (11) y (12) como sigue: 


a Multiplicar todo en (11) por S. 
) Multiplicar todo en (12) por 2. 


E O 
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Entonces, resulta: 


10x + 15y = 210 


10x — 2y = 40 
Restando: 
(10x + 15y) — (10x — 2y) = 210 — 40 
10x + 15y — 10x + 2y = 170 
de donde: 
17y = 170 
y=10 


Comparación de los métodos. De estos dos métodos, el de sus- 
titución es el más ortodoxo y el más general. En la práctica, re- 
sulta raro que las ecuaciones se resuelvan facilmente con el método 


de eliminación. 


EJEMPLO 4. Hallar valores de R¡ y Rj que satisfagan las 


ecuaciones: 


O,5R,; + 1,2R, = 1,486 
4,5R, — 2R, = 4,67 
De (14): 


O,5R, = 1,486 — 1,2R, 
1,486 — 1,2R, 


Ri, = A = 2,972 — 2,4R, 


Sustituyendo en (15): 


4,5(2,972 — 2,4R,) — 2R, = 4,67 
13,374 — 10,8R, — 2R, = 4,67 
—12,8R, = —8,704 
8,704 


Ria 
E 


= 0,68 


(14) 
(15) 
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Sustituyendo en (15) este valor de R): 


4,5R¡ — (2 x 0,68) = 4,67 
4,5R¡, — 1,36 = 4,67 
4,5R, = 6,03 


la solución es, 


Ri = 1,34 , R, => 0,68 


7.3. Problemas que conducen a sistemas 
de ecuaciones 


Muchos problemas requieren que se determinen dos incógnitas 
para su resolución. El método general es similar al empleado cuando 
sólo hay una incógnita, pero con la importante diferencia de que 
cuando existen dos incógnitas a determinar, deben formarse dos 
ecuaciones con los datos. : 

Los siguientes ejemplos muestran los métodos empleados. 


EJEMPLO 1. Sean dos números tales que la suma del primero 
más tres veces el segundo es 53, mientras que la diferencia entre 
Cuatro veces el primero y dos veces el segundo es 52. Hallar estos 
numeros. 

Sea x el primer número e y el segundo número. Entonces, por 
la primera parte del enunciado 


x + 3Jy = 53 (16) 
De la segunda 

4x — 2y=2 (17) 
De (16): 

x=53-— 3y 


SE 
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Sustituyendo en (17): 


4(53 — 3y) — 2y =2 
212 — 12y — 2y=2 


Agrupando términos: 


—14y = -210 
_ -210 
18 
y=15 
Sustituyendo en (16): 
x =53- 3y 
x = 53 — (3 x 15) 
x=8 


Los números son 8 y 15. 


EJEMPLO 2. Sabemos que la ecuación y = mx + b es satisfecha 
por dos pares de valores de x e y, es decir, cuando: 


x=4 , y=6 
x=24 , y=45 


¿Cuáles son los valores de m y b? 

He aquí el ejemplo de un importante problema práctico. Signi- 
fica que existe una ley que conecta x e y, y la ley involucra m y Db, 
que son constantes. Debemos determinar estas constantes para enun- 
ciar la ley. 

Estas son, pues, las incógnitas de este caso. Las ecuaciones qué 
las determinan se obtienen sustituyendo los citados valores de x e y: 


a) Cuando x = 4, y = 6, por lo que sustituyendo: 
6=4m+b (18) 


b) Cuando x = 2,44, y = 4,5, y procediendo de igual forma: 
4,5 = 2,4m + b (19) 


A 1.5 
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Estas ecuaciones deben resolverse simultáneamente para a) y b). 
Claramente, se trata de un caso para utilizar el método de eli- 


minación. 
Restando (19) de (18): 
6 — 4,5 = (4m + b) — (2,4m + b) 
6 — 4,5 =4m+b-— 24m — b 


1,5 = 1,6m 
15, 15 
m «<= — 
L6 > 16 
Sustituyendo en (18): 
4 dd b=6 
xXx — = 
16) * 
15 
b=6- 
4 
9 
EEE 
4 
La solución es: 
15 9 
= — e b =- 
">= 76 4 


15 9 
— X => 
TN 
0, eliminando denominadores, 
l6y = 15x + 36 


pre EMPLO 3. Un librero tiene un cierto número de libros cuyo 

Peas de venta es 25 pesetas. Después de vender algunos a este 

O, vende el resto a 20 pesetas cada uno, obteniendo en total 

Verd: ES Si los que ha vendido a 20 pesetas los hubiese 

libros O a 25, y viceversa, hubiera recibido 1.150 pesetas. ¿Cuántos 
tenía en total y cuántos fueron vendidos a 25 pesetas? 
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Sea x el número de libros vendido inicialmente a 25 pesetas y 
sea y el número de libros vendido inicialmente a 20 pesetas. 

La cantidad recibida por éstos fue de 25x pesetas más 20y pe- 
setas, y su valor total, de 1.100 pesetas: 


25x + 20y = 1.100 


Cuando intercambiamos el número de libros vendidos, recibe 
20x más 25y pesetas, y su valor total es ahora de 1.150 pesetas: 


20x + 25y = 1.150 
El sistema de ecuaciones a resolver es: 


25x + 20y = 1.100 (20) 
20x + 25y = 1.150 (Q1) 
De (20): 
25x = 1.100 — 20y 
1.100 — 20y 
x = ——___—— 
25 
Sustituyendo en (21): 


20(1.100 — 20y) 
25 
4(220 — 4y) + 25y = 1.150 
880 — 16y + 25y = 1.150 
9y = 270 
y=30 


+ 25y = 1.150 


puesto que x = (1.100 — 20y)/25, sustituyendo: 


x= 20 


El número total de libros que se han vendido es 30 + 20 = 50. 
y el número que inicialmente se vendió a 25 pesetas fue de 20. 


A P> 


19, 


EJERCICIOS 
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Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 


y =2x 

3x + 2y = 21. 
x=5y-3 
3x — 8y = 12. 
3x -— 2y=7 
x+2y=5 
2x-y=10 
3x + 2y = 29. 


3x — Ay +3)=2 
Ax — 3) +4 = 3y-5S,. 


IX + Ay — 3) = S(x + y) 


Ux — 1) — 6y = S(x — y). 


U3a — h) = Sa — 2) 
Ma + 4h) = 2(b — 3). 
1,25x — 0,75y = 1 
0,25x + 1,25y = 17. 


O 


2. 


10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


y=3Ix-7 
5x - 3y=1. 
x-y=5 
4x — y =2x +13, 
2x-y=3 
x + 2y = 14. 
2(x — 4) = 3(y — 3) 
y-2x=-—13, 
52x=2 

3y 
6x-2= 
x > 3 
=+b= 
dia 

2 


6p+q+8=0 
x_y_1 
2.3 6 
yo X_ 
Ss 


0,1x + 0,2y = —0,2 
1,5x — 04y = 10,6. 


2,5x + 3,7y = 13,365 
8,2x — 1,5y = 7,02. 
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S 2 
1 HEAIZ 2. 2P-5Q=2 
3 2 
l=x y-4 1 
LA 3P + 10Q = 856. 
6 2.72 Q 
1 ELY Y 
A A a E E 0 
(1 — y) — z(x + y) = 30 A += 3 577 


5 
Epy be 222 


25. Tenemos dos números, x e y, tales que la suma de 2x más 
y es 34, mientras que la suma de x y 2y es 32. ¿Cuáles son esos 
números? 


26. Sean dos números tales que si añadimos a tres veces el primero 
el doble del segundo, la suma es 72. También, si restamos 3 veces 
el segundo número de $ veces el primero, el resultado es 44. ¿Cuá- 
les son esos números? 


27. Un número es 6 unidades mayor que el duplo de un segundo 
número, pero el triplo del número más pequeño es una unidad 
mayor que el otro. Hallar los números. 


28. Si del doble del mayor de dos números restamos 17, el resul- 
tado es la mitad del otro número. Si de la mitad del mayor res- 
tamos 1 unidad, el resultado es dos tercios del número menor. 
¿Qué números son éstos? 


29. Laecuación y = mx + b se cumple para x = 3, y = 3 y cuando 
x=5, y =7. Hallar los valores de m y b y escribir la relación 
entre x e y. Luego, hallar y cuando x = 6. 


30. Dos magnitudes P y Q están relacionadas por la expresión: 
P="+b 
0 


que se cumple para Q =5, P = 14 y para O =2, P = 20. Hallar 
m y b. 


a dd 
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31. La fuerza de empuje E aplicada a un automóvil y su resisten- 
cia al avance R están relacionadas por la ley 


E =a+bR 


Se sabe que cuando E = 3,5, R =5 y cuando E = 5,3, R =8. 
Hallar a y b. A continuación, hallar E cuando R = 8. 


32. Se sabe que y = ax? + bx?. Cuando x =2, y =5,6 y six = 3, 
y = 25, Hallar los valores de a y b. 


33. El perímetro de un terreno rectangular es de 32 m. Se reduce 
en tamaño, de forma que la longitud sea 4/5 y la anchura 3/4 de 
las dimensiones iniciales, respectivamente. El perímetro es entonces 
de 25 m. ¿Cuáles eran la anchura y la longitud originales? 


34. La factura telefónica de una casa puede expresarse en la forma 


donde C es el coste total en pesetas, a una tasa fija, n el número 
de llamadas y hb el precio de cada llamada en pesetas. Cuando 
el número de llamadas es 104, la factura ascendió a 5.830 pesetas, 
y cuando el número de llamadas es de 67, la factura fue de 5.090 pe- 
setas. Hallar la tasa fija y el coste de cada llamada. 


35. El coste de 4 corbatas y 6 pares de calcetines fue de 3.400 pe- 
setas, mientras que el de 5 corbatas y 8 pares de calcetines fue de 
4.370 pesetas. ¿Qué precio tiene una corbata y qué precio tiene un 
Par de calcetines? 


36. La expresión S = ut + (1/2)ar? proporciona la distancia S re- 
Corrida por un móvil en £ segundos. 

En 4 segundos el cuerpo se desplaza 88 m. 

En 6 segundos el cuerpo se desplaza 168 m. 
Hallar los valores de la velocidad u y la aceleración a, y averi- 
Buar cuánto recorrerá el móvil al cabo de $ s. 


Representación gráfica 
de magnitudes 


8.1. El objeto de la representación gráfica 


La representación gráfica de las estadísticas y la comparación 
de cantidades mediante varios métodos gráficos son hechos familia- 
res en la vida moderna. Filas y columnas de cifras o grupos de 
números grandes o muy pequeños no son siempre fáciles de com- 
prender. 

En consecuencia, el uso de líneas, barras u otras figuras dibu- 
jadas a escala que llegan visualmente al cerebro es un método mu- 
cho más efectivo para formarse una idea, no sólo de las magni- 
tudes mismas, sino de las deducciones que pueden extraerse de ellas. 

El método gráfico, desarrollado en áreas cientificas y matemá- 
ticas, se emplea ampliamente para ilustrar ciertos principios bá- 
sicos. Los siguientes ejemplos, dispuestos en orden creciente de 
dificultad, ayudarán a comprender las diferentes formas de repre- 
sentación gráfica. 


8.2. Diagrama de barras 


El primer ejemplo (Fig. 8.1) es una reproducción de un anun- 
cio gráfico de la Cement Maker's Federation (Federación de Fa- 
bricantes de Cemento), que muestra la variación en la producción 
de cemento en un periodo de once años. Es un ejemplo de lo que 
se llama gráfico de barras. A lo largo de la línea recta OX se marcan, 
igualmente espaciados y en sucesión creciente, los once años com- 


es 
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Y 8, Millones de toneladas 


E 


Ei 8.1 


prendidos entre 1929 y 1939, inclusive. Sobre los huecos formados 
de esta manera se alzan columnas de igual anchura y cuya altura, 
en la escala escogida, representa el número de toneladas de cemento 
manufacturado en cada año. Para facilitar la lectura se marca una 
escala sobre O Y, perpendicular a OX, en la cual cada unidad repre- 
senta un millón de toneladas. 

Este conjunto de barras representa convenientemente, en una 
visión global, las subidas y bajadas de la producción de cemento 
durante los once años. También hace posible conocer, mediante una 
simple ojeada, la cantidad aproximada de cemento que se ha pro- 
ducido en cada uno de los años. 


8.3. Diagrama de rectas 


El siguiente método que damos se usa con más frecuencia que 
el diagrama de barras. La tabla siguiente muestra la temperatura 
Media de cada mes durante todo el año: 
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Esto se representa gráficamente en la figura 8.2, y el método 
para ello es como sigue: dibújese una línea recta OX, y en intervalos 
iguales de tamaño adecuado, se marcan los puntos correspondientes 
a los doce meses. Dibújese el eje OY, que forma un ángulo recto 
con OX, y en una escala adecuada se marcan los puntos que co- 
rresponden a temperaturas de 0 a 20”C, Para ahorrar tiempo y 
asegurarnos exactitud, se emplea un papel pautado especialmente, 
llamado «papel cuadriculado» o «papel de gráficos». 


0 x 
Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic. 


Figura 8.2 


En cada uno de los doce puntos sobre OX alzamos líneas per- 
pendiculares a OY para representar la correspondiente temperatura 
indicada en la escala de OY. Estas lineas rectas son equivalentes 4 
las barras de la figura 8.1. > 

Este diagrama muestra, con sólo verlo, no sólo la temperatura 
media de cada mes, sino que da una imagen clara de las subidas 
y bajadas de la temperatura media a lo largo del año, la máxima 
y la mínima. 


E 


Representación gréfica da magnitudes 111 


g4. Realización de una gráfica 


Vemos que cuando se utiliza papel cuadriculado no es nece- 
sario trazar las lineas perpendiculares a OX (como hicimos en la 
Fig. 8.2). Marcamos con un punto el extremo superior de cada 
una de dichas líneas. 

Unimos ahora esos puntos mediante rectas, tal como se muestra 
en la figura 8.3. La sucesión de lineas así formada se denomina 


gráfica. 


0 X 
Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic. 


Figura 8.3 


Esta es mucho más útil que la sucesión de lineas verticales de 
la figura 8,2, y conduce a importantes desarrollos, como se verá 
en ejemplos posteriores. No sólo muestra más vividamente la subida 
O bajada de cada mes, la temperatura máxima y mínima, etc., sino 
Que se ponen en evidencia otros hechos. Por ejemplo, nos da una 
idea de la tasa de variación con la que la temperatura sube o baja 
Cada mes. Ello viene indicado por la pendiente de la línea corres- 
Pondiente a un mes determinado. Entre noviembre y diciembre, la 
Pendiente de la línea es poco pronunciada, ya que la caida de 
temperatura es pequeña. Entre marzo y abril la pendiente muestra 


ARAS 
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un rápido aumento de temperatura. El mes de un aumento súbito 
es abril, cuando la pendiente es mayor. La pendiente cambia de 
sentido cuando baja la temperatura, y el mes en que la caída de 
temperatura es mayor corresponde a enero, evidentemente. Esto es 
bastante extraño, y enero parece haber sido un mes excepcional. 
mente cálido en 1969. Lo extraño de la temperatura se refleja en 
lo extraño de la gráfica, que tiene una especie de «pico invertido» 
en ese punto. 


Ejemplos de gráficas y su uso 


Las gráficas se emplean en casi todas las ramas del conocimiento, 
y un tratamiento de todas ellas se encuentra fuera del alcance de 
un libro de estas características. Los siguientes ejemplos, típicos y 
elementales, pueden servir para ilustrar su naturaleza y su uso. 


EJEMPLO 1. Las primas anuales que una compañía de seguros 
carga por una póliza de 10.000 pesetas, a varias edades, son las 
reflejadas en la tabla siguiente: 


ESPA EE 


La cifra de las primas se ha redondeado a la peseta más pró- 
xima. El método para representar* estos valores es como sigue. 

Se dibujan dos rectas perpendiculares, OX y OY. Marcamos la 
edad sobre OX, de forma que cada división representa cinco años. 
Las primas se marcan sobre OY, y cada división representa 500 pe- 
setas (Fig. 8.4). 

A las rectas OX y OY se les llama ejes. OX se denomina 
eje de las x, y OY el eje de las y, por razones que se harán evi- 
dentes cuando avancemos en las representaciones gráficas. 


_* Está muy extendido el uso del anglicismo «plot», y asi, muchos ingenieros, 
físicos, químicos, etc., dicen «hacer un plot» en lugar de «realizar una gráfica». En 
el resto de este libro, traducimos «to plot» por trazar, y «plotting» por trazado: 
(N. del t.) 
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pa 
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pa 


Primas en miles de pesetas 


25 30 35 40 45 50 
Edad en años 


Figura 8.4 


Ya que no hay primas menores que 2.000 pesetas, comenzamos 
a señalarlas colocando la marca para 2.000 en O; igualmente, en 
el eje de las x iniciamos las edades con los veinticinco años en O. 
De esta manera, utilizamos mejor el espacio disponible en el papel. 

A continuación, buscamos los puntos que indican las primas 
Correspondientes a las edades dadas, los cuales marcamos con puntos. 
El lector debe tomar papel cuadriculado y calcular estos puntos 
Por sí mismo. Al proceso de obtener los puntos se le denomina 
“trazado de los puntos». 

Cuando hacemos esto, vemos que los puntos parecen estar sobre 
Una curva regular y continua, que ha sido dibujada en la figura. 
Surge ahora una cuestión importante, 

Si es correcto asumir que los puntos correspondientes a las 
Primas de cada cinco años están situados sobre una curva continua, 
entonces sus valores parecen haber sido calculados según una ley 
O fórmula definida. Si es éste el caso, entonces las primas de los 
años intermedios, que no están dadas en la tabla, se calcularian 
de acuerdo con la misma fórmula. Es, pues, una deducción razona- 


A 
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ble considerar que si trazáramos los puntos correspondientes, éstos 
se situarían sobre la curva ya obtenida. 

En consecuencia, si nos fijamos en la intersección de la curva 
con la línea vertical correspondiente a cualquier año intermedio, la 
posición de este punto proyectada sobre la escala en el eje OY in. 
dica la prima del año elegido. 

Así pues, si consideramos el punto P, que corresponde a cuarenta 
y tres años, la prima es de 3.600 pesetas, como señala el eje Oy 
Inversamente, cuando la prima es de 3.000 pesetas, en O, la edad 
correspondiente es de treinta y seis años. 

Este proceso, que permite hallar valores para puntos intermedios 
mediante una gráfica, se denomina interpolación. 


EJEMPLO 2. La tabla siguiente muestra la resistencia en ohmios 
para longitudes dadas de un cierto hilo, del mismo material y 


sección: 
EXE 


Dibujar la gráfica que muestra la relación entre resistencia y 
longitud, y hallar la resistencia para un hilo de 200 m. 

Dibujamos, como antes, dos rectas OX y OY (Fig. 8.5). Las 
longitudes se señalan a lo largo de OX, comenzando por 100 m 
en O, y cada división representa $0 m. La resistencia está seña- 
lada sobre O Y, representando cada división sobre dicha recta 1 ohmio. 

Utilizando los valores correspondientes de la tabla, trazamos los 
puntos como antes. 

Observamos que estos puntos están situados sobre una línea 
recta. 

Al igual que en el ejemplo anterior, deducimos que una ley de- 
finida relaciona longitud y resistencia. 

Mediante el método de interpolación, vemos que cuando la lon- 
gitud es de 200 m, la resistencia es de 5 ohmios. 

Puesto que la gráfica es una línea recta, puede prolongarse 
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Resistencia en ohmios 


1 150 200 250 
Longitud en metros 


Figura 8.5 


fácilmente, como indica la figura. Ello nos permite hallar las resis- 
tencias correspondientes a longitudes por encima de las dadas. 
Por ejemplo, si la longitud es de 250 m, la resistencia es lige- 
tamente superior a 6,2 ohmios. 
Este proceso se denomina extrapolación. 


| EJEMPLO 3. La tabla siguiente muestra las distancias recorridas 
-— *hlos tiempos indicados, por un móvil que parte del reposo. Dibujar 
Una gráfica que muestre la relación entre tiempo y distancia. 


d Para dibujar los ejes OX y OY se han seleccionado las un!- 
ades de acuerdo con el rango de los números a representar (Fig. 8.6). 
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Figura 8.6 


Se han señalado los puntos trazados por pequeños puntos, situa- 
dos sobre una curva continua, que ha sido dibujada incluyendo 
todos los puntos dados en la tabla. 

Como en los ejemplos anteriores, la regularidad de la curva 
sugiere que tiempo y distancia están relacionados por una fórmula 
definida. Ello resultará familiar a aquellos estudiantes que hayan 
estudiado matemáticas. 

La curva se llama parábola. Razonando como en los ejemplos 
anteriores, podemos usar la curva para interpolación, como se reá- 
liza, asimismo, en los ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 4. Hallar la distancia recorrida a los 3,6 s. 
Según la curva, parece que ésta es 26 m. La distancia hallada 


por la fórmula es 25,92 m. 


EJEMPLO 5. ¿Cuánto tiempo le tomará al móvil viajar 42 km? 

Buscando el punto que marca 42 km en el eje OY, y viendo el 
punto correspondiente en la curva, observamos que éste, por la es” 
cala del eje OX, representa 4,6 s. 

La fórmula de la mecánica da 4,58 s. 
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EJERCICIOS 


1. La tabla siguiente proporciona el valor de mercancias manufac- 
turadas, de un cierto tipo, exportadas en los años que se especifican: 


Mostrar, mediante una gráfica, las variaciones experimentadas. 


2. Las temperaturas que se han tomado cada 200 horas, entre 
1.000 h y 2.000 h, han sido las siguientes: 


Temperatura, en *C 


Mostrarlas en una gráfica y encontrar la temperatura probable 
a las 1.300 h. 


3. La esperanza de vida en años en este país para hombres y 
mujeres de diferentes edades se muestra en la siguiente tabla: 


Estime, de su gráfica, la esperanza de vida para mujeres y va- 
Fones a los: a) 35 años, b) 55 años. 


4 El peso medio de muchachos de diferentes edades se da en la 
tabla siguiente. Dibujar una gráfica que la represente. 


Peso (kg) 
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De la gráfica, hallar: 
El peso medio probable de un niño de doce años y medio. 
b) El peso medio probable a los dieciseis años. 
c) Si un muchacho de trece años y medio pesa 46,5 kg, ¿en cuánto 
está por debajo del promedio? 
5. La tabla siguiente muestra la población de dos ciudades inglesas, 
Salford y Poole, en unas épocas determinadas. Trazar, usando los 
mismos ejes y escalas, gráficas que muestren los cambios en las 
dos poblaciones. Á partir de las gráficas: 
a) ¿Cuándo ocurre que las dos ciudades tienen el mismo número 
de habitantes? 
b) ¿Cuántos habitantes hay, en el supuesto anterior? 
Trazar la gráfica que muestra la diferencia entre las dos po- 
blaciones. 
c) ¿Cuándo, según ésta, se hace cero la citada diferencia? 
(Nota.—Con objeto de utilizar los mismos ejes y escalas de antes, 
dibújese la gráfica de la «diferencia + 100.000»; la «línea del cero» 
estará, pues, en el 100.000.) 
Población en miles: 


6. Un tren parte del reposo, y su velocidad, tomada a intervalos 
durante el primer minuto, se da en la tabla siguiente: 


velo- 


Trazar una gráfica que muestre la relación entre tiempo y 
¿Cuál 


cidad. ¿Aparentan estar relacionadas por una ley definida? 
es su estimación de la velocidad a los 23 s? 
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7. La tabla siguiente muestra la prima anual P, en miles de pe- 
setas, pagadera en vida a un hombre que cumpla A años en su 
próximo aniversario, por un seguro de vida completo de 1.000.000 de 


pesetas. Dibujar la gráfica: 
papa pra e e] e ] 


13,10 
Existe un error en estas cifras: encuentre a partir de su gráfica 
qué entrada es incorrecta, y estime la correcta. Estime también la 
prima anual para hombres que cumplan 24, 42 y 53 años en su 
aniversario próximo. 


8. La siguiente tabla muestra el consumo de gas para alumbrado 
público en el noroeste de Inglaterra durante los años 1963/1964- 
1968/1969. 

¿Cual es el consumo más probable en 1969-1970? 

Consumo de gas en kilotermias: 


Oo 


9. Si y = (1/3)(x — 3(x + 1), hallar los valores de y correspon- 
dientes a los valores enteros de x que van de x=-—3 a x=5, 
Dibujar una gráfica de y = (1/3(x — 3Nx + 1). Según su gráfica, 
determine los dos valores de x que hacen y igual a 1. 


A 
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La ley de la línea recta. 
Coordenadas 


9.1. Gráfica de la línea recta 


Entre las gráficas consideradas en el capitulo anterior, se encon- 
traban algunas que eran líneas rectas. Esta disposición regular de 
los puntos trazados sugería que una ley definida gobernaba las 
relaciónes entre las magnitudes, valores correspondientes a aquellos 
que eran la base del trazado de la gráfica. Este es un principio 
importante que exige ser investigado con más profundidad. 

El ejemplo siguiente sirve de punto de partida. 

El propietario de un restaurante calculó las siguientes cantidades, 
que muestran la relación entre sus beneficios netos y el número de 
clientes, Mostrar esta relación por medio de una gráfica: 


| Nimerodeciiemes [200 | 270 | 300 | 350 | 300] 
Beneficio neto (en cientos de miles 
de pesetas) 2,00 | 3,50 7,50 


Nota.——«Beneficio neto» indica ingresos totales de los clientes, 
menos gastos. 

Sea x el número de clientes, e y el beneficio neto. 

Escogiendo, como de costumbre, dos ejes, trazamos los valores 
de x en el eje OX, y los valores de y, en el eje OY. 

Una vez hecho el trazado, como en la figura 9.1, observamoS 
que los puntos están situados en una línea recta. 
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N 4WY bb cam a 1] 0.0 


Beneficio neto (en cientos de miles de pesetas) 


Número de clientes 


Figura 9.1 


. Pueden utilizarse, como antes, la interpolación y la extrapola- 
Ción, pero surgen dos preguntas importantes: 


l. ¿Cuál es el número de clientes para el cual no existe beneficio? 
El cero en la escala de beneficios, y, se obtiene cuando 
la gráfica corta el eje OX. Prolongando la gráfica, lo corta 

en el punto A, donde x = 230, es decir, cuando 


x=230 , y=0 
2. ¿Qué sucede cuando el número de clientes es menor que 230? 
Si no hay beneficios cuando el número de clientes es 


230, existirán pérdidas cuando su número esté por debajo 
de 230, 


A ' 
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Prolonguemos la línea por debajo del eje OX, como indica Ja 
figura 9.1. La cantidad de pérdidas, como el beneficio, se muestra 
en el eje OY, que también debe prolongarse. 

La cuestión de representar pérdidas en contraste con beneficios 
surge aquí de la misma forma que en el capitulo 4. Debemos, pues, 
continuar de idéntica manera. Las pérdidas, como se ve, se denotan 
en la escala con números negativos. Comprobamos entonces que 
en el eje OY se ha construido parte de la escala numérica com- 
pleta (véase el apartado 4.4). 

Según esta escala, ocurre que cuando x (el número de clientes) 
es 180, y (las pérdidas) vale — 250.000 pesetas. 

Surgen también problemas cuando es necesario utilizar valores 
negativos de x, en el eje OX prolongado. En consecuencia, para 
una gráfica completa se requiere completar las escalas numéricas en 
ambos ejes, con el cero común a ambos. 

En el ejemplo anterior, no tiene sentido hablar de un número 
negativo de clientes. 


9.2. Ley correspondiente a una línea recta 


Nuestro próximo paso consiste en descubrir la naturaleza de la 
ley que corresponde a una gráfica en línea, y cómo puede formu- 
larse. Utilizaremos como ejemplo el problema anterior. En este pro- 
blema se dijo que el beneficio neto era igual a los ingresos totales 
menos los gastos. Pero los ingresos totales son iguales a (número 
de clientes) x (el promedio de lo que paga cada uno). 

Sea a el promedio de lo que paga cada cliente, en cientos de 
miles de pesetas. Entonces, puesto que x es el número de clientes, 


ax = Total pagado, en cientos de miles de pesetas. 


y sea b los gastos totales, en cientos de miles de pesetas. 
Por consiguiente, los beneficios netos son (ax — b) cientos de 
miles de pesetas, es decir, 


=a4x-—b 


Esta fórmula da el valor de los beneficios netos y en función 
de a, x, b, y es la forma de la ley que los relaciona. 
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De las cuatro letras, a y b no cambian, mientras que el número 
de clientes, x, y, en consecuencia, el beneficio, y, son variables. 

Por ello, la ley no está completamente enunciada hasta que no 
conozcamos los valores de a y b. El método de hacerlo viene su- 
gerido por el ejemplo 2 del apartado 7.3. Se obtienen, de la tabla 
de valores o de la gráfica, dos pares de valores correspondientes 
de x € y. Por ejemplo, 


x=320 , y=450 
x=250 , y=100 


Sustituyendo en 


y=ax—b 
4,5 = 320a — b (1) 
1 = 250a — b (2) 
Restando (2) de (1): 
3,5 = 70a 
a = 0,05 


Sustituyendo en (1) resulta: 


b= 115 
Por tanto, la ecuación es: 
y = 0,05x — 11,5 
Esta es la ley de la línea recta. 
Si es correcta, se debe satisfacer para todo par de valores corres- 


Pondientes de x e y, lo que debe ser comprobado por el estudiante. 
En particular, si y = 0, es decir, no hay beneficios: 


0,05x — 11,5 =0 
de donde 
0,05x = 11,5 
x = 230 


po a 
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que coincide con el resultado 


hallado anteriormente. Así pues, se 
demuestra que la ecuación: 


y =0,05x — 11,5 


se satisface para las coordenadas de cualquier punto de la línea y 


se denomina, en Consecuencia, ecuación de la linea recta. 


9.3. Gráfica de una ecuación de primer grado 


La ecuación que representa a la linea recta en el problema 
anterior, es decir, y = 0,05x — 11,5, es de primer grado, lo cual sig- 
nifica que no contiene potencias superiores a la primera en x e y. 

Se plantean, naturalmente, dos preguntas: 


l. ¿Puede ser representada toda ecuación de primer grado en 
Xx € y por una línea recta? i 

2. Reciprocamente, ¿puede ser representada toda línea recta, de 
una forma algebraica, por una ecuación de primer grado? 


Las respuestas a estas preguntas se harán evidentes más ade- 
lante, pero de momento nos restringiremos a dibujar las gráficas de 
algunas ecuaciones típicas de primer grado. De aquí es posible de- 
ducir la respuesta a la primera pregunta. 

Damos ejemplos para ilustrar los métodos empleados. En todos 
ellos se utilizan escalas numéricas completas en los dos ejes, ya que 
intervienen valores positivos y negativos de x e y. 

Antes de calcular valores correspondientes de x e y, el lector 


que no esté familiarizado con este trabajo debe revisar el apar 
tado 7.2. 


EJEMPLO 1. Dibujar la gráfica de la ecuación: 
2y — 4x = 3 


Esta no es la forma utilizada anteriormente, pero puede ser 
fácilmente transformada en ella: 


2y — 4x=3 
2y =4x +3 
y =2x + 1,5 
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Dando valores convenientes a x podemos calcular los correspon- 
dientes a y, de forma que obtenemos la tabla siguiente: 


Dos puntos fijan una linea recta, pero al dibujarla a partir de 
una ecuación deben tomarse siempre tres para comprobar la exac- 
titud. En este ejemplo, ya que estamos comprobando la verdad de 
una proposición, tomamos un mayor número de puntos para poner 
de relieve que todos están sobre una linea recta. La gráfica es 
como muestra la figura 9.2. 


Ello debe comprobarse encontrando los valores de x e y para 
puntos en la línea. Estos valores deben satisfacer la ecuación. 


Cortes 
Debe notarse que cuando: 


% x=0, y=15 
b) y=0 , x=-0,5 
1 


1,5 se llama punto de corte con el eje OY (x = 0). 
2, 


—0,75 se llama punto de corte con el eje OX (y = 0) 
EJEMPLO 2. Dibujar la gráfica de la ecuación: 


2x+ y=1 
Transformando la ecuación obtenemos: 


y=-2x+1 (3) 


Construimos la siguiente tabla de valores: 
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Figura 9.2 


Con estos valores, dibujamos la línea recta mostrada en la fí- 
gura 9.3, 
Cortes con los ejes: 


si x=0 , y=1 (corte con el eje OY) 
si y=0 , x=0,5 (corte con el eje OX) 


Debe señalarse, de lo expuesto en este ejemplo, que cuando el 
coeficiente de x, en una ecuación como la (3), es negativo, el án- 
gulo que la línea recta hace con el eje OX, medido en sentido 
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Figura 9.3 


untihorario, es mayor que un ángulo recto. Cuando el coeficiente 
es positivo, como en la figura 9.2, el ángulo es menor que un recto. 


94. Posición en un plano. Coordenadas 


Cuando trazamos un punto, como en los capitulos anteriores, 
Bu posición en la gráfica está determinada por los valores corres- 
Pondientes de.x e y dados en la tabla. Por ejemplo, sea P un 
Punto tal que en la tabla x = 2, y = 3. Cuando lo trazamos, el 
punto se representa como muestra la figura 9.4, donde: PQ tiene 


Figura 9.4 


128  Algebre 


de longitud 2 unidades y es paralelo a OX, y PR tiene de longi- 
tud 3 unidades y es paralelo a OY 

La intersección de estas dos lineas rectas fija la posición del 
punto no sólo en la gráfica, sino también relativa a los ejes OX 
y OY. Se puede determinar igualmente la posición de cualquier otro 
punto si conocemos su distancia a cada uno de los ejes. 

Con tales métodos un hombre podia descubrir dónde había es- 
condido un tesoro en cierto lugar de un campo, un hecho dema- 
siado necesario en diversas partes de Europa en algunas épocas. 
Recordando las distancias OR y OQ a lo largo de los dos límites 
del campo, puede «trazar el punto P» en el campo. Un poco de 
reflexión convencerá al lector de que los limites no tienen por qué 
formar un ángulo recto entre si. 

Las distancias PO y PR (Fig. 9.4) que fijan así la posición del 
punto se denominan coordenadas de P con respecto a ambos ejes. 


PQ, paralelo al eje OX, se denomina coordenada x (o abscisa). 
PR, paralelo al eje OY, se llama coordenada y (u ordenada). 


La notación que se emplea para denotar las coordenadas €s 
(2,3), o, en general, (x, y). La coordenada x aparece siempre en 
primer lugar dentro del paréntesis. 

Así pues, (5, 2) representaría un punto en el que x=5, y =2. 
De esta forma podemos representar concisamente la posición de un 
punto relativa a dos ejes. Sin embargo, si debemos incluir todos 
los puntos, es necesario utilizar escalas numéricas completas para 
ambos ejes, como muestra la figura 9.5. 

De cesta munera, encontramos cuatro divisiones en el plano, lla- 
madas cuadrantes, numerados como se muestra, l, Il, HI y IV. 

Los signos de las coordenadas vienen determinados por la parte 
positiva y negativa de las escalas numéricas. La regla de los signos 
cs como sigue: 

Si (x, y) son las coordenadas de un punto: 


x es positivo si está a la derecha de O. 
x es negativo si está a la izquierda de O. 
y cs negativo si está por encima de O. 
y cu negativo si está por debajo de O. 
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Figura 9.5 


Por ejemplo, las coordenadas de A, B, C y D en la figura son: 


Puntos en los ejes 


Si un punto está situado sobre el eje OX su coordenada y es 
cero. Asi, E es (4, 0). 

Si un punto está sobre el eje OY, la coordenada x es cero. Así, 
F es (0, —3). 

_ La intersección de los dos ejes, O, se llama origen. Ya que está 
situada sobre los dos ejes, sus coordenadas son (0, 0). 

De esta forma, la posición de un punto en un plano, relativa 
a dos ejes, puede determinarse por coordenadas. 

Un ejemplo práctico del uso de coordenadas son la latitud y 
la longitud. Describen la situación de un lugar con referencia al 
ecuador y al meridiano de Greenwich, que son los ejes. La intro- 
ducción de coordenadas se debe a Descartes, quien publicó su libro 
Sobre geometría analítica en 1638. 
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9.5. La línea recta como lugar geométrico 


Sea A (Fig. 9.6) un punto tal que sus coordenadas son iguales, 
Sean (x1, y1) sus coordenadas. Así pues, 


Y1 =X1 
Unanse OA y dibújese AP perpendicular a OX. Entonces, 
AP = OP 


Por geometría*, 


OAP = AOP 


ya que APO es un ángulo recto. 


Figura 9.6 


* La notación utilizada para los ángulos es la siguiente: OAP es el ángulo que 
forman los segmentos OA y AP. (N. del 1.) 
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Entonces, cada uno de los ángulos OAP, AOP, vale 45”. Por 
ello, podemos determinar que A está situado sobre una línea recta 
que pasa por el origen y que forma 45” con el eje OX. 

Sea B otro punto de coordenadas iguales (xz, y2), tal que BQ = 00, 
es decir, Y2 = X>. 

Entonces, por las mismas razones que antes, B también está 
sobre una linea recta que pasa por el origen y hace un ángulo de 
45” con el eje OX. 

Asimismo, todos los otros puntos de coordenadas iguales se 
sitúan sobre la misma línea recta, es decir, la línea recta OA, pro- 
longada, es el lugar geométrico de todos los puntos con iguales 
coordenadas. 

Estas coordenadas satisfacen la ecuación y = x, que es, pues, 
la ecuación de una recta. 

Esta ecuación se puede escribir en la forma: 


Por tanto, para todo punto como A, 


AP 
op” 


Esta razón es constante para todos los puntos de la linea y se 
llama gradiente de una recta*. 

Idéntico resultado es válido para toda recta; en consecuencia, 
Una línea recta es una gráfica con gradiente constante. Para incluir 
todos los puntos con coordenadas iguales, debemos prolongar la 
recta al cuadrante opuesto (tercero). Asi, para cualquier punto en 
£sta parte de la recta, las coordenadas son iguales, pero negativas 
ambas. Para el punto C (Fig. 9.6), las coordenadas son (-2, —2) 
Y el gradiente —2/—2, es decir, la unidad. 

El estudiante que haya aprendido lo suficiente en geometría, 
O trigonometria, sabrá, sin la demostración anterior, que la razón 
APJOP es constante para todo AP. Véase también el apartado 17.5. 


A, 
* También se le denomina «pendiente». (N. del t.) 
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9.6. Ecuación de una línea recta que pasa 
por el origen 


Las conclusiones a las que hemos llegado anteriormente se apli- 
can asimismo a todas las líneas rectas que pasan por el origen, 
Estas líncas difieren sólo por su gradiente, es decir, en el valor 
de y/x. 

Por ejemplo, si el gradiente es 2, entonces y/x=2 € y =2x 
Esto sc muestra en la figura 9.7. Para todo punto P, en la recta OP, 
la ruzón es: 


hs 


Figura 9.7 
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En general, si denotamos el gradiente por m, se tiene: 


m 


E Xi 


mx 


Esta es la forma general de la ecuación de una linea recta que 
pasa por el origen, donde m denota el gradiente. 

Gradiente negativo. Si m es negativo, la línea pasará por el se- 
gundo y cuarto cuadrantes. Así, si m = —1, la ecuación es: 


y =-=x 


La línea recta correspondiente se muestra en la figura 9.7. Con- 
siderando un punto cualquiera A, el gradiente es: 


Debe señalarse que el ángulo con el eje OX es, de 135”, me- 
dido siempre en sentido antihorario. 


9.7. Gráfica de líneas rectas que no pasan 
por el origen 


En la figura 9.8, la recta AOB es la gráfica de y = x. Si tra- 
zamos ahora la gráfica de y =x + 2, es evidente que para todo 
valor de x, el valor de y €n y = x + 2 €s dos unidades mayor que 
el correspondiente valor de y en y = x. Por ello, la línea para 
Y = x + 2 debe ser paralela a y= x, pero cada punto es dos uni- 

ades mayor en la escala de las y. Asi pues, en la figura 9.8, el 
Punto A se eleva hasta A', el origen a D, Ba B', etc. A'DB' 
representa entonces la gráfica de y=x+2 

La recta y = x + 2 es el lugar geométrico de todos los puntos 
Cuyas coordenadas son tales que la coordenada y es la coordenada 


* + 2. Tiene el mismo gradiente que y = x, pero su corte con el 
Eje OY está en +2, 


E a 
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Figura 9.8 


Asimismo, la linea recta y = x — 3 es paralela a la recta y = x, 
con cada punto disminuido en tres unidades en la escala y. 

Evidentemente, podemos generalizar y afirmar que y=x+b 
representará siempre una línea recta paralela a y =x y un corte 
de b unidades con el eje OY, para todo valor de b. 

La misma conclusión es válida para rectas con gradientes dis- 
tintos. Por ejemplo, la ecuación y = 2x + b representará siempre 
una recta paralela a y = 2x, es decir, con el mismo gradiente, y un 
corte de b unidades con el eje OY. 

Generalizando, sea m el gradiente de una línea recta. Entonces, 
y = mx + b representa siempre una recta paralela a y = mx, es de- 
cir, con el mismo gradiente, y un corte de b unidades con el eje OY. 


EJEMPLOS 


a) y =4x-—7 es una recta cuyo gradiente es 4, y cuyo corte 
con el eje OY es —7. 

b) y =0,05x — 11,5 (véase Ap. 9.2) representa una recta de gra- 
diente 0,05 y corte con el eje OY en —11,5. 
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Como se muestra en el apartado 9.4, toda ecuación de primer 
grado de dos incógnitas puede reducirse a la forma y = mx + b. 
Concluimos, pues, que la gráfica de toda ecuación de primer grado 
con dos incógnitas es una línea recta. Es más, resulta evidente que 
la ecuación se satisface para las coordenadas de cualquier punto 
de la recta. 


9.8. Resolución gráfica de sistemas 
de ecuaciones 


Las conclusiones a que hemos llegado en el párrafo anterior 
pueden utilizarse, como se demostrará en el ejemplo siguiente, 
para resolver sistemas de dos ecuaciones de primer grado. 


EJEMPLO. Resolver el sistema de ecuaciones: 
x+2y=5 (4) 
3x — 2y=7 (5) 


a) Dibujar la gráfica de x + 2y =5S. La tabla de coordena- 
das es: 


Nota.—Si x =0, y es el corte con el eje OY; cuando y = 0, 
x es el corte con el eje OX. Resulta útil obtener estos dos puntos. 
La gráfica es la línea recta marcada A en la figura 9.9. 


b) Dibujar la gráfica de 3x — 2y =7. La tabla de valores es: 
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Figura 9.9 


La gráfica es la línea recta señalada como B. Aplicando las con- 
diciones a las que llegamos en el apartado 9.7, vemos que: 


—La recta A contiene todos los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen la ecuación x + 2y = 5. 


—La recta B contiene todos los puntos cuyas coordenadas 
satisfacen la ecuación 3x — 2y = 7. 


Existe un punto, y sólo uno, cuyas coordenadas satisfacen ambas 
ecuaciones. Este punto es P, la intersección de las dos gráficas. 

Las coordenadas de P, por inspección, son (3, 1). Por tanto, la 
solución del sistema es: 


x=3, y=]1 


Compárense las conclusiones anteriores con el tratamiento alge- 
braico dado en el apartado 7.1. 


o 
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EJERCICIOS 


Dibujar las gráficas representadas por las ecuaciones siguientes. 
En cada caso, encontrar los cortes con: a) el eje OY, b) el eje OX. 


Ll. y=x+2. 2. y=1,5x- 1. 
3, 4y=6x-—5S, 4. 3x+2y=6. 
5. 3322 6. 2x-3)=4y-1) 


7. La ecuación y 
valores de x e y: 


a x=1 
br x=2 


Encontrar los valores de a y b, y sustituirlos en la ecuación. 
Dibujar la gráfica de esta ecuación y hallar el corte con el eje OY. 


= ax + bes satisfecha por los siguientes pares de 


,» y=5. 
o. D=T 


8. Una línea recta corta el eje OY en 2 y al eje OX en 4. En- 
Contrar su ecuación. 


9. Escribir las coordenadas de los puntos de la figura 9.10, mar- 
cados A, B, C, .... G. 


Figura 9.10 
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10. Unir OA y FC en la figura 9.10, determinando las coordenadas 
de su punto de intersección. 


11. Trazar los puntos (3,1), (1, 3), (0, 3), (0, —3), (4, 2,6), (—2, 1), 
(-4, —-2), (3, 0), (—2, 0) en la figura 9.10. 


12. Dibujar las lineas rectas que unen los puntos (3,1) y (1,3) 
y también (—2, 1) y (4, 2,6), como se hizo en el ejercicio anterior. 
¿Cuáles son las coordenadas del punto de intersección de las dos 
líneas? 


13. Trazar los puntos (— 3, 2), (0, 2), (2, 2), (4, 2). ao usted algo, 
con respecto a esos puntos? 


14. Trazar los puntos (3, 3), (1,1), (— 1, —1), (-2, —2). ¿Advierte 
usted algo particular en esos puntos? 


15. Dibujar una línea recta que pase por (3,0) paralela a YOY”. 
¿Qué nota usted acerca de las coordenadas de los puntos sobre 
esa línea? 


16. Dibujar, con los mismos ejes, las gráficas de: 


1 
a) y=x. b y=2x. c) POE 
d) y=-x. e) y=-—2x. 
17. Dibujar, con los mismos ejes, las gráficas de: 
a y=x. by=x+1. cd) y=x+3. 
d y=x-1. 
18. Trazar, con los mismos ejes, las gráficas de: 
1 1 1 
= _X. b == 2. ==-x-1l. 
DUE A ES? 
19. Trazar, con los mismos ejes, las gráficas de: 
a y=x+2. b y=2x+2. 
1 
Cd) y=-x+2. d) A 


20. Trazar las gráficas de: 
a) 2x+ y=3,. b x-2y=4. 
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c) 5x + 2y = 10. d) 4x-— Sy=10. 
En cada caso, hallar los cortes con los ejes OX y OY 


21. Resolver gráficamente los siguientes sistemas de dos ecuacio- 
nes, y comprobar mediante la solución algebraica: 


a) x+y=7 b 2x+y=7 
x-y=l. 3x — Sy =4. 
c) 2x+ 3y=2 
4x + y= -—6. 


22. La recta cuya ecuación es y = ax — 1 pasa por el punto (2, 5). 
¿Cuál es el valor de a? ¿Dónde se corta al eje OY? 


23. La recta de ecuación y =2x +b pasa por el punto (1, 3). 
¿Cuál es el valor de b? Dibujar la linea recta. ¿Cuál es el corte 
con el eje OY? 


24. Los puntos (1, 1) y (2, 4) están situados en la recta de ecuación 
y = ax + b. Hallar a y b y escribir la ecuación. ¿Dónde intersecta 
la recta al eje OY? (Como ayuda, véase el ejemplo 2 del apar- 
tado 7.3.) 


25. Trazar la línea recta y = 2x + 1. Dibujar la línea recta para- 


lela a la anterior y que pase por el punto (0, 3). ¿Cuál es la ecua- 
ción de esta linea? 


26. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos (1, 3) y 
(2,41/3). ¿Cuál es su gradiente? 


27. Hallar la ecuación de la recta que pasa por (2, 4) y (3,5). Hallar 
su gradiente. 
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Producto de expresiones 
algebraicas 


10.1. Producto de monomios y binomios 


1. Uno de los factores consta de un solo término. 
Esto ha sido considerado en el apartado 3.1, donde se mostró que 


PI, 


xla + b) = xa + xb 


2. Producto de expresiones binómicas (es decir, con dos tér- 
minos). Un ejemplo típico es: 


(x + aMy + b) 


Al igual que en el apartado 3.1, una ilustración geométrica ayu- 
dará a clarificar qué es el producto y cómo se obtiene. 

En la figura 10.1, ABCD es un rectángulo de lados (x + a) € 
(y + b) unidades de longitud, y dividido a su vez para representa! 


A x F a B 

z 

b 

D C 
Figura 10.1 
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x, a, y, b unidades de longitud. Hemos trazado líneas paralelas a los 
lados, las cuales dividen al rectángulo completo en rectángulos 
más pequeños cuyas áreas representan los productos xy, xb, ay y ab. 

Area del rectángulo total = (x + a)(y + b) unidades cuadradas. 


Asimismo, 


Area del rectángulo total = Area de ADEF + Area de EFBC = 
= x(y + b) + a(y + b) 


(x + ay + b) = x(y + b) + aly + b) 
= Xy + bx + ay + ab 


Esta agrupación de términos sugiere el método de multiplicar 
(x + ay + b) algebraicamente. 

El segundo binomio (y + b) se multiplica, por turnos, por cada 
término del primer factor. La suma de todos ellos es el producto 
final. 

Como el orden en la multiplicación es indiferente, por lo que 
respecta al producto final, éste podría haberse obtenido también 
como sigue. Escribiendo los factores en el orden inverso: 


ly + Dx + a) = y(x + a) + b(x + a) = xy + ay +bx + ab 
Ello se ilustra en la figura 10.1. 
EJEMPLOS 
(a + ble + d) = a(c + d) + b(c + d) = 
= ac + ad + be + bd 
(x + SMy + 3) = dy + 3) + Sy + 3) = 
= Xy + 3x + Sy + 15 
[ (a + bc — d) = a(c — d) + b(c — d) = 
= ac — ad + bc — bd 
(a — xMb — y) = a(b — y) — db — y) = 
= ab — ay — bx + xy 
(e — My +3) = dy + 3) — My + 3) => 
= xy + 3x — 4y — 12 
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Si los primeros términos de cada factor fuesen inhomogéneos 
se emplearía el mismo método, simplificando el producto Poste. 
riormente si fuese necesario. Ási pues: 

(x+ al + hb) = xx + b) + al(x + b) = 
x? + bx + ax + ab 


Esto puede expresarse como: 
x2 + (b + ajx + ab 
El resultado anterior sugiere un método rápido para obtener 
mentalmente el producto. El coeficiente de x es la suma de a más 
b. El último término es su producto. 


Cuando a y b son números, la suma y el producto pueden 
evaluarse, simplificándose, por tanto, la expresión. 


EJEMPLOS 
(x + Ólx + 5) = Mx + 5) + 6(x + 5) = 
= xx? 4 5x + 6x + 30 = 
=x? + l1x + 30 


(a + 9ía + 4) = a? + (9 + 4a+9x4= 
= a? + 13a + 36 

(x + 2Ux — 7) = x(x — 7) + 2(x — 7) = 
= x?— 7x + 2x — 14 = 

x? 4 x4-7+2)- 14 = 

= x? — 5x— 14 


(a — Ba — 3) = ala — 3) — Bla — 3) = 
= a? — 3a — 8a + 24 = 


= 4? — 1la + 24 

le — 8) — 2) = xx? + (-8 — 2)x + (-8) x (-2 = 
= x? — 10x + 16 

(x — 8lx +2) =x2 + (8 + 2)x + (-8 x 2) = 
= x? —6x — 16 

(c+ 8x2) =x2 + (+8 — 2)x + (+8 x(-2) = 
=x?* 4 6x — 16 


FE 
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La regla anterior sigue siendo válida aún cuando los coeficientes 
de los primeros términos no sean la unidad. Asi pues, 
(px + aMqgx + b) = pxqx + b) + algx + b) 
= pqx? + pbx + aqgx + ab 


que puede escribirse como: 


pqx? + (pb + ag)x + ab 


Debemos remarcar la forma de los coeficientes en x. en la última 
linea, y que será usada posteriormente. 


Son comunes los ejemplos numéricos de esta clase. Los siguien- 
tes ejercicios muestran cómo aplicar rápidamente la regla anterior. 


EJEMPLO 1. 
(2x + S13x + 4) = 2x(3x + 4) + S(3x + 4) = 
=6x? + M2x4+5x3)+20= 
=6x? + 23x + 20 


El coeficiente del término central se puede obtener multiplicando 
según indican las flechas abajo. A continuación, súmese el resultado. 


(2x + S3x + 4) 
¡a 
EJEMPLO 2. 


A? 
Bx + D)(x +1) 
UE 


Producto = 6x? + x1(3 x 1) + (7 x 2) +7= 
= (e Mia 7 


EJEMPLO 3. 
yg y 
(7x — 5Qx + 3) 
105 


Producto = 14x? + xf(7 x 3) — (5 x 2) — 15 = 
14x? + 11x — 15 
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EJEMPLO 4. 
(3x 2)4x 7) 


12x2 + x1(3 » q +1-2% 41 +14 


= 12x? 29x E 14 


Producto 
atase alguna dificultad, los cálculos deben remi- 


Si se experimct 
línea del ejemplo 1. 


tirse a la segunda 


20.2. Producto de un trinomio 
uede ser adaptado 


partado anterior p 
sea un trinomio. 


esto en el a 
no de los factores 


El método expu 
atilmente a los casos €n que u 


EJEMPLO 1. 
Do? =++ 1)= 


a 1) 0 + 0= 
MA e 2x2 


O p< : 
mos? > x +2 (agrupando terminos homogéneos) 


EJEMPLO 2. 
(a + bla? — ab + A= 


— ala? — ab + b*) + dla? — ab +b?) = 
> a? — ab 4 ab? + adb— ab? 4d? = 
=a++b? (agrupando términos homogéneos) 


10.3. Cuadrado de una expresión binómica 


En el apartado 10.1 se demostró que: 
(+ ax + b)=x? + xía + b) + ab 
A E jas: 2% es cierto para cualquier valor de las letras, sea 
rara =x + da + a+ axa=x? 4 2xa + ; 
(x + ay? = x? + 2ax + a? : 
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Reemplacemos en todas partes a por -a. Resulta: 
(x — a)? = x? — 2ax + a? 


Ilustración geométrica 


La figura 10.2 muestra el resultado anterior mediante un cuadra- 
do cuyo lado es x + a. Esta es una modificación de la figura 10.1 
y se comprende fácilmente sin explicaciones adicionales. 


Figura 10.2 


Dibujar una figura similar que represente: 


(x — ay? = x? — 2ax + a? 
| EJEMPLOS. 
(x+ 1)? =x? + 2x4 1 
(x-1P=x?-2x +1 
(a + 9)? = a? + 18a + 81 
(1 — Sxy)? = 1 — 10xy + 25x? y? 
(2x + 7y) = 4x? + 28xy + 49y? 
(3a — 10h)? = 9a? — 60ab + 100b? 


10.4. Cuadrado de un trinomio 


En el producto: 


x+ 0 =x? 4 2ex + 0? 


reemplácese (puesto que x puede tener cualquier valor) x por a + b. 
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Entonces: 


(a + b + e)? =(a + by? + 2c(a + b) + c? = 
= a? + 2ab + b? + 2ac + 2bc + e? 


o, reordenando: 


(a + b+ ec) =a? + b? + c? + 2ab + 2bc + 2ac 


Esto puede enunciarse como sigue: 


El cuadrado de un trinomio es igual a: (suma de los 
cuadrados de cada término) + (los dobles productos de los 
tres términos, tomados dos a dos , sin repetir, en todas 


las combinaciones posibles). 


EJEMPLOS 
a+ b+1)=a + b? 41 + 2ab + 2a + 2b 
aora = (+ AR — y) + 2x2) + A-yx2)= 

2 y 2 2 E 2 


- 


(a=b=c? =a + b? + 0? — 2ab — 2ac + 2bc 


O ==? + 1 125 109 10y + 2x5 


Debemos asegurarnos de aplicar bien la ley de los signos. 


10.5. Cubo de un binomio 


La expresión (a + b)* puede ser escrita Como: 


(a + bla + bla + b) = (a + bla? + 2ab + b*) 
Multiplicando la anterior expresión, como en el apartado 10.2: 
4 2ab + db?) + bla? + 2ab + hb?) = 


(a 4 DY = aa? 
2h + ab? + alb + 2ab? + b" 


= a +24 
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Agrupando términos: 
(a + by? = a? + 3a?b 4 3ab? + b? 
De igual forma: 


(a — by? = a? — 3a?b + 3ab? — b? 

EJEMPLOS 

(a+ 1) =x9 + 3x4 3x +1 

(x= 1) =x?- 3x2 + 3x — 1 

(1 + a =1 + 3a + 34? + a? 

(M=ar == 3 230 = a 
(2x + 3y)? = (2x3 + (32x)” x 3y) + (320) x (39% + (3y* = 
8x? + 36x?y + 54xy? + 27y? 
(x — 3y) = x? — 9x?y 4 27xy? — 27y? 


Nota.--En el cubo de (x — y) los signos son alternadamente 
positivos y negativos. 


10.6. Producto de suma por diferencia 


Si a y b son números cualesquiera, entonces el producto de su 
suma por su diferencia se expresa por (a + bla — b). Utilizando el 
método del apartado 10.1 para hallar su valor: 


(a + bla — b) = aa — b) + b(a — b) = a? — ab + ab — b? 
Por tanto, 


(a + bla — b) = a? — b? 


Este importante resultado se expresa en palabras como sigue: 
El producto de la suma de dos números por su diferencia, es 
Igual a la diferencia de sus cuadrados. 


O 
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EJEMPLOS 
+ 9x9) = x? - gy 
(ab + 10Xab — 10) = g2p2 — e 
(4x + 5)(4x — S) = 16x? — 25 
MI = li 2 


e a b a?  p?2 
NS O 


ía + b) + cjí(a + b)—<) = (a + b?—c 
ta+(b+ ota (b+ch=a—(b+0) 


EJERCICIOS 
Calcular los productos siguientes: 
LL (a+ )(b + y) 2. (c+ We + f). 
3. (ax + blicy + d). 4. (a — x)Xb — y). 
5. (x — yla — b). 6. (a — xXb + y). 
7. (a+ xXb — y) 8. (a + 2)(b + 3). 
9. (a — 2)(b — 3). 10. (a — 2)(b + 3). 
HL. (a + 2Xb — 3). 12. (x + Di +5) 
13. (ab + 6Xab + 3). 14. (x + 10Xx + 3) 
IO = 3). 16. (x + 10)4x — 3). 
17. (x — 10Nx + 3). 18. (p + 8» — 12) 
19. (x — 4yMx — 81). 20. (x — 41Ux + 85). 
21. (x + 4yXx — 8y). 22. (a + 2b)J2a + 50) 
23. (3x — 4yM3x — 5y). 24. (4x + D0x +2 
RS 
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25. (2x — 3)(3x — 1). 26. (3x + 1)(3x — 4). 
27. (1 + 3y)X(1 — 4p). 28. (6x + 1)(3x — 5). 
9. (7x — 31)(Qx + Sy). 30. (3a — 7bX6a — 5b). 


31. Simplificar ((x + yla + b) — (ay + yb); y dividir el resultado 
por x. 
32. Simplificar [(a + bla — c) + bc; = a. 
33. Hallarelvalorde(2x — yAx + y) — (2x + ylx — y) para x = 3, 
y=2. 
34. Simplificar (1 — 2xX(1 + 3y) — (1 — 29)(1 + 3x) y hallar su va- 
lor para x = 0,1, y = 0,2. 
35. Hallar los siguientes productos: 

a) (x— y + xy + y. 

b) (a + 2)Na? — 2a + 4). 

O (1+x1(1 -—x + x?). 

IE a? +2ax + al): 


Desarrollar completamente los siguientes cuadrados: 


36. (ut 2y. 37. (x — 2). 

38. (a + 3by. 39. (a — 3by. 
40. (2x + y)? 41. (x — 2y)?. 
42. (ab + 10). 43. (xy — 3). 
4. (4x + Sy). 45. (4x — Sy). 
4. (Sxy + 6). 47. (1 — 10x?). 
48. (5x? + 3y?)2 49. (3xy — 2y?y. 


2 2 

sa (+!) 9 (L-Y 
y xE y 

11? 1 3 y Y? 

52, + y 3. ( ==). 
(a 3 a 


594. ((x+ y +12 55. (1 —(x-— 29 


by 
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S6. (a + b— o). 57 (x—3+ np 

58. (2x + 3y — 52). 59.  (4a — 2b — 1). 
Desarrollar completamente los siguientes cubos: 

60. (x+ 73 6lL. (x- y? 

Ga + 2). 63. (a — 2). 

64. (p + q). 65. (p — gy. 

66. (2x + y. 67. (x — 2y). 

68. (3a — 1). 69. (1 — 3by. 


70. Simplificar la siguiente expresión (x + y)? — (x? + y?) 


71. Simplificar: 
a) (a + by? — (a — b)y?. 
PA = by? = (a + by? 


72. Simplificar: 
(x + 10)? — (x — 10)? 


73. Six= 3y + 1, expresar x? + 4x + 4 en función de y. Hallar 
su valor para y = 1. 


74. Un césped cuadrado cuyo lado es x m está rodeado por un 
sendero (Fig. 10.3) de a m de ancho. Hallar una expresión para el 
área del camino en función de x y a. ¿Cuál es el área del camino, 
sx=30mya=2m? 


EE 


had 
Figura 10.3 
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75. Si el césped del problema anterior fuese un rectángulo de x m 
por y m, y el camino fuese de a m de ancho, hallar una expre- 
sión para el área de éste. 


Escribir los siguientes productos: 


76. la + xa — x). 77. (p + tp — 9). 

78. (a + 2bYXa + 2b). 79. (4x + 3)/(4x — 3). 
80. (2x + 112x — 1). 81. (1 + 6x)(1 — 6x). 
82. (1 +a231 — a?), 83. (2x? + 1)(2x? — 1). 
8. (+ 317? — 1? 85. (3xy + 2(3xy — 2). 


86. (12xy + 1)12xyr — 1). 87. (> = eS SF 1) 
88. [(x + 1) +10 + y). 

89. (a+ x + yla + x-— y). 

90. (2a + 3b + 1)Q2a + 3b — 1). 

91. (x — 2y + 6x — 2y — 6). 

92 la + Ab + cia — Ab + c). 

938, (2x + 30 + 23)(2x — 3 + 2). 
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El propósito de este capitulo es opuesto al del anterior. Aquel 
trataba los métodos de obtener los productos de ciertas expresiones 
algebraicas. En este capitulo investigaremos sobre cómo hallar los 
factores componentes en distintos tipos de expresiones. 

Una operación inversa, en general, es más difícil que la directa, 
y asi sucede en este caso. Mediante unas reglas, en conjunto sim- 
ples y fácilmente aplicables, se pueden calcular los productos de 
varias clases de factores. Pero encontrar los factores cuyo producto 
da como resultado una cierta expresión es a menudo largo y te- 
dioso. Principalmente, nos basamos en métodos de prueba y error 
que, sin embargo, no son fortuitos, sino basados en aquellas re- 
glas a partir de las cuales se obtienen los productos. 

Es siempre posible hallar un producto si tenemos los factores, 
pero no siempre pueden encontrarse factores para expresiones da- 
das. Muchas expresiones no tienen factores, y asi, podemos tratar 
solamente con tipos especiales de éstas, como los obtenidos como 
productos durante la labor del capítulo precedente. 


11.1. Monomios 


Damos el recíproco del teorema enunciado en el apartado 3.1. 
Allí vimos que: 


xla + b) = xa + xb 
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Si comenzamos con xa + xb y deseamos factorizarlo, vemos 
que x es factor común de cada término. Así pues, es factor común 
de la expresión completa. Para encontrar el otro factor, dividimos 
cada término por x. Como resultado, obtenemos a + b, 


xa + xb = x(a + b) 


EJEMPLO 1. Encontrar los factores de 6a? + 3ac. 
En este caso, vemos que hay más de un factor común a cada 
término: 
a) 3 es el factor común más alto de los coeficientes numé- 
ricos. 
b) ases factor de la parte literal de cada término. 


Por tanto, 3a es factor común de ambos términos, y es pues 
factor común de la expresión completa. Dividiendo cada término 
por él: 


6a? + 3ac = 3a(2a + c) 


EJEMPLO 2. Factorizar 5x?y? — 10x?y + 20y?. 
El factor numérico más alto común a ambos términos es 5, y 
el factor común de la parte literal es y: 


5x?y? — 10x?y + 20y? = Sy(x?y — 2x? + 4y) 


11.2. Binomios 


En el apartado 10.1 vimos que: 


(x + My + b) = x(y + b) + aly + b) = xy + bx + ay + ab 


Si deseamos obtener los factores de xy + bx + ay + ab y ex- 
presiones análogas, debemos deshacer los pasos que hemos dado 
arriba, 

El primer paso es alcanzar el estadio x(y + b) + a(y + b). Para 
Obtenerlo, los cuatro términos de la expresión deben agruparse 
convenientemente en dos pares, tal que: 
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a) Los términos de cada par tengan un factor común. 


b) Cuando saquemos ese factor común, debe resultar idéntica 
expresión en cada par. 


Por tanto, agrupamos xy + bx + ay + ab en la forma: 
(xy + bx) + (ay + ab) 
Extrayendo a continuación el factor común de cada par, obte- 
nemos: 
xly + b) + aly + b) 
Luego y + b es factor de ambas partes de la expresión, y, por 


tanto, es un factor común del conjunto. Así pues, resulta al ex- 
traerlo: 


(y + Dx + a) 
Aplicaremos ahora este método a expresiones cuyos factores no 
sean conocidos previamente, como lo han sido en el ejemplo. 


EJEMPLO 1. Hallar los factores de a? + cd + ad + ac. 

Los primeros dos términos no tienen factores comunes. En con- 
secuencia, cambiamos el orden de los términos para conseguir dos 
pares cada uno de los cuales tenga un factor común. Escribimos: 


a? + cd + ad + ac = (a? + ad) + (cd + ac) 


En este orden: 


. E : l 
l. a es común a los términos del primer grupo y c a los del 
segundo. 


2. La misma expresión a + d es el otro factor de cada grupo: 
Por tanto, obtenemos a(a + d) + cla + d). 


; Sa l 
Como (a + d) es factor de las dos partes, lo será también de 
conjunto. Por ello, 


ala + d) + c(a + d) = (a + diía + c) 


o 
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Nota.—Otro orden posible seria: 
(a? + ac) + (ad + cd) = ala + c) + día + c) = (a + cjla + d) 


Existen siempre dos maneras de agrupar. 


EJEMPLO 2. Factorizar, si es posible, ab + ac + bc + bd. 

Este ejemplo sirve para mostrar al principiante cómo puede 
equivocarse. 

La expresión anterior puede agruparse como a(b + c) + bic + d). 
Pero las expresiones entre paréntesis en los dos sumandos son dis- 
tintas. Es un grave error que se comete a veces, extraer los factores 
en la forma (b + cXíc + d)ía + b). Ninguno de ellos es factor de la 
expresión dada. Es más, su producto proporciona una expresión 
de tercer grado. La expresión del ejemplo presente es de segundo 
grado. 

Intentando agrupamientos distintos, se encuentra que no €s po- 
sible disponer la expresión en dos grupos tales que exista un fac- 
tor común en cada uno de ellos. 

La anterior expresión no puede factorizarse. 


EJEMPLO 3. Encontrar los factores de ab — 5a — 3b + 15. 
Agrupando convenientemente por pares: 


ab — 5a — 3b + 15 = (ab — 5a) — (3b — 15) = 
= a(b — 5) — 3(b — 5) = (b — Sa — 3) 


Debe notarse especialmente que cuando existe una expresión 
entre paréntesis con un signo menos delante, como En —3b + 15 
arriba, deben cambiarse los signos de la citada expresión. Ello está 
en acuerdo con la regla de cambio de signos dada en el apartado 3.2, 


casos (3) y (4). 


11.3. La forma xx + ax + b 


En el apartado 10.1 se vio que el producto de dos factores tales 


como (x + 6)(x + 5) es x? + 11x + 30. 
Invirtiendo el proceso, debemos considerar ahora cómo encontrar 


los factores de x? + 11x + 30. 
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En el caso general, se demostró que: 


(x + ax + b) = x? + x(a + b) + ab 
En este producto: 


1. El coeficiente de x es la suma de los números a y b. 


2. El término independiente, es decir, ab, es el producto de los 
citados números. 


Por tanto, para factorizar una expresión tal como x? + 11x + 30 
debemos encontrar mediante prueba y error* dos divisores de 30 
cuya suma sea +11. Estos son +5 y +6. Entonces, la descom- 
posición en factores es: 


(x + Six + 6) 
EJEMPLO 1. Factorizar x? + 13x + 36. 
Existen varios pares de divisores de 36, por ejemplo, (1 x 36), 


(2 x 18), (3 x 12), (4 x 9) y (6 x 6). 
Buscamos el par cuya suma es +13; este par es (9, 4) 


x? + 13x + 36 = (x + 4Ux + 9) 


EJEMPLO 2. Factorizar x? — 13x + 36. 

En este caso, el signo del término central es — y el del último 
término es +. Debemos buscar dos divisores negativos de 36 cuya 
suma sea —13. Estos son —9 y —4: 


x? — 13x + 36 = (x — 9Mx — 4) 


EJEMPLO 3. Factorizar y? — 13y + 30. 
Procediendo como en el ejemplo anterior, obtenemos: 


y? — 13y + 30 = (y — 10M — 3) 


EJEMPLO 4. Factorizar x? — 5x — 36. 

Ya que el último término (término independiente) es negati- 
vo, los divisores de 36 deben tener signos opuestos. El coeficiente 
de x es la suma de un número positivo y otro negativo, tal que 
el negativo es mayor en valor absoluto (valor numérico, prescin- 
diendo del signo), o, como puede decirse también, existe una dife- 


* Para la resolución de ecuaciones cuadrálicas, véase el capitulo 14, que per- 
mite elaborar un método para factorizar x? + ax +b. (N. del t.) 


E o 
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rencia de 5, en valor absoluto, entre los dos números. Estos son, 
claramente, —9 y +44: 


x? — 5x — 36 =(x — 9l(x + 4) 


Nota.—El mayor de los dos números tiene el mismo signo que 
el término central (coeficiente de la x). 


EJEMPLO 5. Factorizar x? + 12x — 28. 
Los dos divisores de 18 que difieren en 12 son +14 y -2. 


Son de signos contrarios, y su suma es +12. Por tanto, los diviso- 
res pedidos son +14 y —2: 


x* + 12x— 28 =(x + 14)(x — 2) 


EJEMPLO 6. Factorizar a? — 8ab — 48b?. 
No hay cambios en el método seguido debido a la introducción 


de una segunda letra, pero b aparecerá en el segundo término de 
cada factor. Así pues, 


a? — 8ab — 48b? = (a — 12bla + 4b) 


11.4. La forma ax?+ bx+ce 


Los factores componentes de una expresión de este tipo, donde 
a, b y c son números, serán de la forma que aparece al realizar la 
Operación inversa del apartado 10.1. La mejor manera de obtener 
éstos factores, como se indica en los ejemplos siguientes, es por 
prueba y error. 


EJEMPLO 1. Hallar los factores de 2x? + 7x + 3. 

Escribanse sistemáticamente los posibles pares de factores, y hallar 
el término central como el apartado 10.1, hasta encontrar el correcto 
coeficiente de x. En este ejemplo, las posibilidades son: 


(2x + 3Nx + 1) (1) 
y y 


(2x + 1)x + 3) (2) 
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En (1), el coeficiente de x al realizar el producto es 5. 
En (2), el coeficiente de x al realizar el producto es 7. 
El par correcto es, pues, el segundo. Es decir: 


2x? + 7x + 3 =(2x + lx + 3) 


EJemPLO 2. Hallar los factores de 6x? + 17x — 3. 

El signo menos del término independiente indica que los factores 
buscados tienen segundos términos con signo opuesto. Ello aumenta 
el número de pares de factores posibles. Entre éstos, se encuentran: 


(2x — MBx +3) o (Qx+ 1)(3x — 3) (3) 
(6x — 1Mx +3) o (6x + 1)l(x — 3) (4) 


Continuando como se indica en el apartado 10.1, hallamos que 
el par pedido es el primero que figura en (4), ya que el coeficiente 
de x es: 


(6x 3) + (1 x —1)=18-1= +17 
6x? + 17x — 3 = (6x — 1)(x + 3) 
EJEMPLO 3. Hallar los factores de 4x? — 17x — 15. 
El signo del término independiente es nuevamente negativo, 


así pues los factores contendrán signos opuestos. Entre todas las 
posibilidades están: 


2x+5Hx—3) o (2x— 5N2x + 3) (5) 
(4x + SMx—3) o (4x — Six +3) (6) 
(7) 


(4x + 3 Mx — 5) o (4x — 3Ax + 5) 
e de x: 


El primer par de (7) proporciona para el coeficient 


[4d(—5)] + (3 x 1)= -20+3= —17 
4x? — 17x — 15 = (4x + 3Xx — 5) 


a 
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11.5. Cuadrados de expresiones binómicas 


Un trinomio que sea el cuadrado de un binomio es recono- 
cible fácilmente aplicando la regla dada en el apartado 10.3. Las 
expresiones correspondientes son: 


a? + 2ab + b? 
a? — 2ab + b? 


(a + by? 
(a — by? 


Si el trinomio es un cuadrado, deben satisfacerse las condiciones 
siguientes: 


1. El primer y último términos, una vez ordenado convenien- 
temente el trinomio, son positivos y cuadrados exactos. 


2. El término central debe ser + (el doble del producto de las 
raíces cuadradas del primer y tercer términos). 


EJEMPLO 1. Escribir x? + 6x + 9 como el cuadrado de una ex- 
presión binómica. 
1. El primer y el tercer términos son los cuadrados de 2x y 3, 
respectivamente. 


2. El término central es: 
+(2 x yx? x 9) = 6x 
Por tanto, 
x? 4 6x +9 =(x + 3) 
Asimismo, 
x? — 6x4 9 =(x — 3? 


EJEMPLO 2. ¿Es 4x? + 6x + 9 un cuadrado perfecto? 

1. El primer y el tercer términos son los cuadrados de 2x y 3. 

2. Para que fuese cuadrado perfecto, el término central debe- 
ría ser: 


+H2 x 4x2 x /9) = +12x 


Pero el término central es +6, Por tanto, la expresión dada no 
es un cuadrado perfecto. 


WU A 


A VEN 


0 ES 
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EJEMPLO 3. ¿Es 4x? — 20x + 25 un cuadrado perfecto? 
El término central es: 


—2,/4x2) x 25 =2 x 2x x 5 = 20x 
4x? — 20x + 25 = (2x — 5)? 


11.6. Diferencia de dos cuadrados 


En el apartado 10.6 se demostró que: 


(x + afix — a) = x? — a? 


Reciprocamente, 
(2 — a?) = (x + alíx — a) 


Por tanto, una expresión que sea la diferencia de dos cuadrados 
tiene como factores la suma y la diferencia de los números elevados 
al cuadrado que figuran en ella. 


Nota.—No pueden encontrarse factores reales para la suma de 
dos cuadrados, es decir, x? + a?*. 


EJEMPLO l. Factorizar 100x? — 1. 

Los números que se han elevado al cuadrado son 10x y l. 
Entonces, los factores son la suma y la diferencia de estos, es decir, 
100x? — 1 = (10x + 1)(10x — 1) 

¡EJEMPLO 2. Factorizar 364?b? — 25. 
' Los números que se han elevado al cuadrado son 6ab y 5. 
36a?b? — 25 = (6ab + Sk6ab — 5) 
EJEMPLO 3. Factorizar (a + b)? — c?. 
* Si existen dos factores compiejos, que contienen al número imaginario puro 


i= /—I, es decir, tai que 1? = —1. En este libro no se consideran, no obstante, 
los números complejos, (N. del t.) 
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Aunque uno de los términos elevados al cuadrado haya sido 
sustituido por un binomio, la regla anterior sigue siendo válida: 


(a + by? — c? = ([(a + b) + cjí(a + b)— cj = 
=(a+b+ cla +b-c) 


EJEMPLO 4. Factorizar (a + b)? — (c — a)?. 


(a + by? — (c — ay? = [(a + b) + (c — aJjí(a + b) — (c — a)j = 
=(a+b4+c- aUla+b=c+a)j= 
= (b + ciQa + b- c) 


11.7. Evaluación de fórmulas 
Las reglas anteriores se usan frecuentemente en transformar fór- 
mulas y cálculos aritméticos. 


EJEMPLO 1. Hallar el valor de 47,5? — 22,5?, 


47,5? — 22,5? = (47,5 + 22,5147,5 — 22,5) = 70 x 25 = 1.750 


EJEMPLO 2. Hallar el área de una corona circular de radio 
interno 83 mm y radio externo 97 mm. El área de un circulo es 
ar?, donde r es el radio. 

El área de una corona circular es la diferencia entre las áreas 
del circulo interno y externo. 


Diferencia de las áreas = 1 x 97? — n x 83? = 
= (97? — 83?) (sacando factor común) = 
= ní(97 + 83) x (97 — 83) = 
= 51 x 180 x 14 = 2.5201 mm? 


11.8. Suma y diferencia de dos cubos 
En el apartado 10.2, ejemplo 2, se demostró que: 


(a + ba? — ab + b?) = a? + b? 
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Utilizando el mismo método, obtenemos: 
(a — bla? + ab + b?) = a? — b? 


Este resultado nos permite factorizar las expresiones a+b y 
a? — b?. Reordenando nuevamente, resulta: 


a? + b? = (a + bla? — ab + b?) (1) 
a? — b3 = (a — bla? + ab + b?) (2) 
Puede ayudar a la memoria recordar que: 


a) En (1), la suma de dos cubos, el primer factor es la suma 
de los números. 


b) En (2), la diferencia de dos cubos, el primer factor es la 
diferencia de los números. 


Los restantes factores difieren sólo en el signo de ab: 
a) Si el primer factor es una suma, el signo es negativo. 
b) Si el primer factor es una resta, el signo es positivo. 


Veamos una serie de ejemplos: 


34+1=(x+ 1)? —- x + 1) 

3-1=(x- DM?+x+ 1) 

l-x3=(1— 01 + x + x?) 

a? — 27 =(a-— 3 Na? + 3a + 9) 
8x? + 125 = (2x + 5X(4x? — 10x + 25) 


EJERCICIOS 
Expresar las siguientes expresiones como producto de factores: 
l. 6x + 12. 2. 3ab + 2a. 
3. 4xy + 2y?. 4. 6a? — 4ab., 
5. 14x2y? — 7xy. 6. 16 — 32a?. 


o Mi y 
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7. a? —ab + ac. 8. x+3x*-x 
9. 15a? — Sa?b + 3a?b?. 10. 6a?%c — 15ac? 
11. a?b + ab? — abc. 12. e, — E 
6 9 
13. Rellenar el paréntesis: 
(7,4 x 132) + (7,4 x a?) = 7,4( ) 


a 
> 


Calcule la siguiente suma tan fácilmente como le sea posible: 


18,6? + 18,6 x 1,4 


Hallar los factores de: 
IS. ax + ay + bx + by. 
17. ab — bd + ae — de. 
19. x?* + px +qx+ pq. 
21. ab + 5b + 6a + 30. 
23. ab — Sb + 6a — 30. 
25. ax? + a?x — ab — bx. 
27. 124 3x+2. 
29. x2 + 5x +6. 
3x2 4 7x 46. 
33, y? — 12xy + 20y?. 
35. y?2y? 4 15xy + 54. 
37. y? — 21y + 108. 
e O 
4. x2 4 xy — 6y? 
43. b?-2b-3, 
45. x2 4 13x — 48. 
47. x2 — xy — 110y?. 


E 


16. 
18. 
20. 
22. 
24. 
26. 
28. 
30. 
32. 
34. 
36. 
38. 
40. 
42. 
44. 
46. 


48. 


pc + qc + pd + pd. 
AX — (X — ay +Cy. 
x? — gx — hx + gh. 
ab — 5b — 6a + 30. 
2ab — 10a + 3b — 15. 


x? + ax - bx - ab. 


x?—3x +2. 
x? — Sx +6. 
x? + 9x + 20. 
a? — 1Sab + 36b?. 


a?b? — 19ab + 48. 
x? — 12xy + 35y?. 
x24+x-2 

x? — xy — 6y?. e 
b? + 2b — 3. 

x? — 13x — 48. 

a? — 1la — 12. 
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49. a? -a-—12 50. p?+p-72 

51. p? — 34p — 72. 52. 1-—9x+ 20x?. 
53. 1-—8x-— 20x?. 54. x?y? — 3xy — 88. 
55. p? + 4p — 45. 56. p? + pq — 56g?. 


Completar los siguientes factores: 
57. 3x? + 10x + 8 = (3x Mx ). 
58. 12x? — 17x +6 = (4x 3x ). 
59. 12x? — 28x — 5 = (6x )JQx ). 
60. 9x? + 43x — 10 = (9x Ax ). 


Factorizar las siguientes expresiones: 


61. 2x7? + 3x +1 62. 3x? — 4x+1. 

63. 2x? + 5x 42. 64. 6x? + 5x+1. 

65. 4x? — 8x + 3. 66. 5x? — 6x +1. 

67. 6x? — 11x + 3. 68. 12x? + 11x + 2. 

69. 2a?+a-1. 70. 2a? -a—1. 

TL. 2a?—a-—6. 72. 10b* — b — 2. 

73. 10b? + b— 2, 74. 8y? — 14y — 15. 

75. 12x? + 5x — 2. 76. 14c? — 17c — 6. 
Escribir las siguientes expresiones como cuadrados de un binomio: 

1. p? + 2pq + q?. 78. x? — 4xy + 4y?. 

79. 9x4 6x +1. 80. 16x? — 40xy + 25y”. 

81. Ph 82. A 


Expresar como cuadrados perfectos: 
83. (a+ bP + 4a+b)+ 4. 
84. (x— y)? — 10(x — y) + 25. 
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Factorizar las expresiones siguientes: 


85. x? — 100. 86. a?b? — 25. 

87. 4x? — 9y?. 88. 25a? — 16b?. 

89. 121x? — 36y?. 90. 144p? — 169g?. 

91. 25-— 16a?. 92. 1- 225x?. 

93. 8a* — SOb?. 94. 3x?-—75. 

95. 5x? — 45y?. 96. (a + by? — e?. 

97. (x + 2y)? — 162?. 98. 1-— Y 

99. x? — (y + 2)?. 100. a? — (x — 2y)?. 

101. (x— 8)? — 49. 102. (a + by? — (a — by. 
Hallar el valor numérico de: 

103. 65? — 35?. 104. 82? — 68?. 

105. 49? — 392. 106. 24? — 18?. 

107. 4,25? — 1,75?. 108. 17,5? — 12,5? 


109. Averiguar el valor de n(ríi — r3) si nm =3,14, r, =12,5 y 
rz = 8,5. 


110. SiS = (v? — u?)/2f, hallar S cuando v = 14,5, u = 2,5yf = 1,5. 


111. En la fórmula w = k(D? — d?) hallar el valor de w para 
k=24, D=8,5 y d = 7,5. 

112. Si y = mív? — u?)/2p, hallar y para m= 24, v= 44, u= 16 
y p=232. 

113, Si s = (1/2Jgt?, hallar la diferencia entre los valores de s 
cuando £ = 8 y £ = 6. (Utilizar g = 10.) 

114. En el triángulo rectángulo de la figura IL, ayb repre- 
sentan las longitudes de los lados que forman el ángulo recto (los 
catetos), y c la longitud de la hipotenusa. Por el teorema de Pi- 


tágoras: 
a? = a? + b? 
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a) Hallar a para c = 52, b = 48. 
b) Hallar e para c = 65, a = 25. 


b 
Figura 11.1 
Factorizar: 

1 +0 116. y? -—a?. 
117. 1 + 802. 118. x?-—64. 
119. 8 + 27c?. 120. R?3-—1. 
121. mi — 125n3. 122 y + a 

1 1 1 1 
123 =+->2. 124. —-— 

x3 y? x? y3 
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121. Fracciones algebraicas 


En álgebra, las fracciones tienen el mismo significado básico que 
en aritmética, y las operaciones con ellas están sujetas a las mismas 
reglas. Difieren solamente en el uso de letras para las expresiones 
algebraicas. 

Una fracción algebraica es aquella cuyo denominador es una 
expresión algebraica. El numerador puede o no puede serlo. 

Asi, 2/a es una fracción algebraica, pero a/2 no lo es. La última 
significa simplemente (1/2)a, y 1/2 no es más que un coeficiente 
fraccionario. 


Igualmente, a/(a + b) es una fracción algebraica, pero (a + b)/6 
no lo es. 


12.2. Leyes para fracciones 


Hemos dicho anteriormente que las fracciones algebraicas están 
sujetas a las mismas leyes que las fracciones aritméticas. No es 
Preciso enunciar aquí estas leyes, pero unos pocos ejemplos pueden 
Servir para recordar al estudiante cómo Operan. 

En el apartado 2.11.2 vimos que: 


a axm a am 
b bxm a b bm 


donde m es un número cualquiera. 


<A 
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Con ayuda de esta regla pueden simplificarse fracciones divi- 
diendo numerador y denominador por el mismo número. Ello se 
expresa con la frase «cancelar factores comunes». Este proceso se 
asumió ya en el apartado 2.10.3. 


12.3. Reducción de fracciones 


Ya se dieron ejemplos de ello en el apartado 2.11.2, pero es- 
tudiamos más ahora, en relación con las operaciones del capítulo 
anterior. 


sde a+b 
EJEMPLO 1. Simplificar =p 


Utilizando la regla del apartado 11.6: 


a+b a+b 
a? — b?" (a + biía — b) 


a [cancelando (a + b)] 
a-—-b 


o 249x112 

EJEMPLO 2. Simplificar —5-——— 
x+x-6 

Factorizando numerador y denominador: 


x24+4x—12_ (x-2Ux +6) x+6 
xX+x-6  (x-2Mx+3) x+3 


A veces se comete el error de cancelar términos en lugar de 
factores. Así, 3 y 6 no pueden cancelarse en el ejemplo anterior. 
Sólo factores de las expresiones totales en el numerador y el deno- 
minador son susceptibles de ser cancelados. 


EJEMPLO 3. Simplificar 
3a(a? — 4ab + 4b?) 
6a*(a? + 3ab — 10b?) 


A 
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Factorizando, la expresión se transforma en: 


3a(a — 2by? 
6aU(a + SbYa — 2b) 


Los factores 3a(a — 2b) son comunes al numerador y al deno- 
minador. Cancelándolos, la fracción se convierte en: 


a — 2b 
2a(a + 5b) 


12.4. Multiplicación y división de fracciones 
Es necesario revisar el apartado 2.11.1 y luego continuar con los 


ejemplos siguientes, más difíciles. 


EJEMPLO 1. Simplificar 


x x x (x + 1)(x — 1) 
————-» > AKáKáÁ 
x+1 "x-1 x+1 Xx 


Cancelando factores comunes, obtenemos: 


x- 1 


x 


EJEMPLO 2. Simplificar 


xó—-27x  x243x +9 
x-9 ' x+3 


O 
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Factorizando, esta expresión es igual a: 
xx? 27) x4+43x49_ 
A9 CO x+3 

xx — 3Mx? + 3x + 9) x+3 


Xx >= 
(x + 3)(x — 3) x2+3x+9 
=x (cancelando factores) 


12.5. Suma y resta de fracciones 

Los principios básicos se examinaron en el apartado 2.11.1. Pro- 
cedemos con ejemplos más difíciles. 

EJEMPLO l. Simplificar 


a a? 


a-=b at-b? 
Factorizando, la expresión se convierte en: 


a a? 


a—b (a+ bjía — b) 


El mínimo común denominador es (a + bla — b). La fracción 
adopta la forma: 


da+b)-a> alaba? ab 
ta+bla—b) — (a + blía — b) (a + bla — b) 
EJEMPLO 2. Simplificar 


3 2a + b 
a=b at-p? 


Factorizando, la expresión se convierte en: 


3300 2a+b _Aa+b)-(2a+b)_ 
a=b (a+bla=b)  (a+bXa—=b) 
_3a+3b—2a—-b a + 2b 


ta + bXa —b) — (a+ bla — b) 


e 
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Este ejemplo tiene como objetivo recordar al estudiante la nota 
al final del apartado 3.5 relativa a un signo menos delante de una 
fracción. El numerador, al igual que (2a + b) en este ejemplo, debe 
ponerse entre paréntesis en la fracción, y ser eliminado posterior- 
mente. 


EJEMPLO 3. Simplificar 
x—l x+2 
x2?—x-2 x24+4x+3 


Factorizando, la fracción se transforma en: 


(a — 2l(x + 1) IMAN 

_ e — Dé + 3) — (e + 2x — 2) (7 + 2x — 3) — (3? 4) 
y (x + Díx — 2Ux + 3) (a+ MDMA Mx +3) 
x2+2x-3-x2+4 2x +1 


"(FDE-28+3) iD 2D6+ 3 


EJEMPLO 4. Simplificar 


EJEMPLO 5. Convertir la fórmula 1/R = 1/R, — 1/R, en otra 
Cuyo sujeto sea R. 


R R, R, 
E = R¿— Ri 
R ——RiR, 
R¡R ] pi 
R= RE (vor ejemplo, como si e para R= 9) 
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Nota.—El estudiante no debe cometer el error de invertir cada 
fracción al principio. Las fracciones de la derecha deben sumarse 
primero. 


12.6. Ecuaciones lineales en las que intervienen 
fracciones 


Los siguientes ejemplos ilustran los métodos empleados ante- 
riormente. 


EJEMPLO 1. Resolver la ecuación: 


El minimo común denominador es (x — 2Xx — 1). Multiplica- 
mos por él ambos términos. Entonces: 


3(x — 2(x — 1) S(x — 2Utx — 1) 
x-2 > x-— 1 


cancelando 


Ax — 1) = S(x — 2) 
3x -3=5x-10 
2x =7 
x=35 


EJEMPLO 2. Resolver para n la siguiente ecuación: 


1 4 1 ES 
n-=2 2-3 n 


Multiplicamos todo por el mínimo común denominador 


n(n — 2)(n — 3) 


Fracciones 173 


Entonces, 
n(n — 3) + n(n — 2) = 2n — 2Xn — 3) 
n? — 3n + n? — 2n = 2n? — Sn + 6) 
2n? — Sn = 2n? — 10n + 12 


Los términos en 2n? desaparecen: 


Sn = 12 
12 
n=-— 
5 
EJERCICIOS 
Simplificar las siguientes fracciones: 
1 2xyz » 1Sabd? 
 6x?28 " 20a*bd 
3 2x? + 2xy 4 3a? + 9ab 
4xy — 4y?" " 6adb — 6a?b?' 
$ 6x?y + 6xy? é a? — p? 
 4xdy? 4 4x2y 3 "am ab' 
7 2x-6 8 x? —9x +20 
x?—-5x+6 ox 4+x 20 
a a? + 6a?b + 9ab? úl x? — xy? 
a?b + Sab? + 6b?' ox xy? 
2 
11. eE Xx yA 12 =_ EXE 
1 >> . Xy= E 
a? — p? ab + b? 2-49 a+? 
13. A Xx E 14. a A % 
| a* + 2ab + b a? — ab ”-9 a+3 


O 
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2a? — Gatb a? + 3ab + 2b? 
5. RA RA 
2a? — 2ab a— 3b 
2x? —1 2x? — x 
16. pe E 
x-2 x*-—5x+6 
2a? — 8 
A 
a+2 
6x? -x-2 2 
18. A OA 
8x +4 3x? — Sx +2 
19. Simplificar: 
2b b?-—3b-4 
Xx — o A 
b? -— 1 bp? 
y hallar su valor para b = 5. 
20. Simplificar: 
x2+6x +9 a | 
2x-2 á x?4+4x +3 


y hallar su valor para x = 1,5. 


Simplificar las siguientes expresiones: 


l 1 


21. - ; 
Xx x-y 
2 3 
23. == 
Xa-b*2Xa+b) 
25. 3-— z S : 
x—-3  (x- 3)? 
27. se s 
l-a (1 -ay)? 
1 
29. --— . - 1. 
x x-+2dy 


2 
22. 28 
x—1 x-2 
24. 1 E 
: x x>+2 
E ER. HE 
Ax +1) Ax — 2) 
pi MESURA ct 
x-3 x+3 
30. > A 
" Ja-b 3b Í 


009) 
EN 


TIT 
M1), ) 


AY 
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l 1 1 l 


a ia e 1 Ol 
1 1 1 
dis Ey ay? 
x 1 
Eo 
Transformar las siguientes fórmulas en otras cuyo sujeto sea R 
ed RA 
R p q R p q 
e A de 
R OR; UR) R OR; R,) 
39. Si 
1 1 1 


R rs rs 
hallar R en función de las otras letras, 


40. Si 


hallar el valor de 5P. 


41. Simplificar: 


42. Simplificar: 
P? + q? 
P-Q > 
43, Si 
lo1o 11 
ROROR OR, 
€ hallar R cuando R, = 8,6, R¿ =4,3 y R3=3. 


A 
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44. Dado 
P : =b P 
a => Q)=b0- > 
reordénense los términos para expresar P en función de las otras 


magnitudes. 


45. Dado 
nE 


R+anr 


hallar n en función de las otras magnitudes. Hallar n cuando 


I=2E=1%8,R= 24 y r = 0,5. 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


18 
46 =-1=2 47. ="5 
2x 2x —1 
-1 l= 
48. se =3 49. dl 
x-2 x>+1 
50. 08= A 
4 + 1,4n 2x+45 x+5 
3p+23 4 SS 
y PO E a MISS E 
3p+12 3 (1/x3)-2 4 
3 5 5 3 2 
A 55. -— =0. 
x-2 x+1  (x-— 2Mx + 1) x x-2 


56. Hallar v en la fórmula: 
A 8 
a si f=8,u=2 
57. ¿Para qué valor de n es 5n — 20/4n + 6 igual a 1/3? 


58. Si C = V/R hallar R cuando C = 7,5, V = 60. 
59. Sir =R(EÉ — V)/V, despejar V en función de r, R, E. 
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13.1. Constantes y variables 


En las fórmulas que se han estado considerando en capitulos 
anteriores aparecen letras que representan dos tipos diferentes de 
números: 


a) Algunos representan números constantes, es decir, múmeros 
que permanecen invariables en los diferentes casos en los 
que se aplica la fórmula. 


b) Otras representan cantidades variables. 


EJEMPLO 1. Considérese la fórmula de la longitud de la circun- 
ferencia: 


C = 2nr 


donde, 


C: Longitud de la circunferencia. 
r: Longitud del radio. 


Dos de estos cuatro simbolos representan constantes: El número 2 
(que permanece fijo para cualquier círculo) y el número r (que tie- 
ne siempre el mismo valor en cualquier fórmula en la que se use). 
Este último representa la relación constante entre la longitud de una 
circunferencia y su diámetro, o entre el área de un circulo y el 
cuadrado de su radio. 
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Dos de las letras de la fórmula son variables y tienen valores 
diferentes para circulos diferentes. C varía dependiendo de los cam- 
bios de r. 


EJEMPLO 2. En el apartado 9.2 se mostraba la ecuación que 
ligaba los beneficios y los clientes: 


y =0/05x — 11,5 


Se señalaba que mientras el beneficio representado por y de- 
pendía del número variable de clientes x, los números 0,05 y 11,5 
permanecian constantes, representando, respectivamente, la cantidad 
media pagada por cada cliente y las cargas fijas. 


EJemMPLO 3. Este último ejemplo era un caso particular de la 
ecuación de una línea recta, que en el apartado 9.7 se expresaba, 
en general, como: 


y=mx+b 


Para una recta particular, m es una constante que representa 
el gradiente de la línea, y b es la distancia fija a la que corta 
al eje OY. Sin embargo, x e y varian para los diferentes puntos 
de la linea. Representan las coordenadas de cualquier punto. 


13.2. Variables dependientes e independientes 


Pueden distinguirse dos tipos de variables. 

Considerando el caso de la circunferencia del círculo, la lon- 
gitud de ésta depende de la longitud del radio. 

En el segundo ejemplo, el beneficio depende del número de clientes. 

Una variable cuyo valor depende de otra, se denomina variable 
dependiente. 

La otra variable, de la que depende la primera, se denomina 
variable independiente. 

Tomando otro ejemplo, en un tren que se mueve con velocidad 
uniforme --es decir, constante—, la distancia recorrida depende del 
tiempo. Por tanto, 


€» 
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—la velocidad es una constante, 
—el tiempo es una variable independiente, 
—la distancia es una variable dependiente. 


En otro caso más, el coste de una cantidad de trigo depende 
del peso comprado, tomando un precio por kilo constante. Así, 


—el peso es la variable independiente, 
—el coste es la variable dependiente. 


Gráficas. Al dibujar las gráficas que muestran cómo varía una 
cantidad mientras otra varía, la variable independiente se mide 
siempre en el eje OX y la dependiente en el eje OY 


13.3. Funciones 


Cuando dos cantidades están interrelacionadas de una forma co- 


mo la mostrada antes, se dice que la variable dependiente es una 
función de la variable independiente. Por tanto: 


— La circunferencia de un círculo es una función de su radio. 
—El área de un cuadrado es una función de su lado. 


— La distancia recorrida por un coche moviéndose uniforme- 
mente es una función del tiempo. 


— Si una fuerza estira un muelle, la extensión del muelle es una 
función de la fuerza. 


Generalmente, si una cantidad denotada por y depende en su 
valor de otra cantidad x, entonces y es una función de x. 
Así, en cada uno de los siguientes ejemplos: 


y =2x 
y=x 
5 
y=--3 
Xx 


y = Hx — 1)(x — 3) 
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el valor de y depende del valor de x. Dando a x un valor par- 
ticular puede calcularse el valor correspondiente de y. En todos estos 
casos y es una función de x. 

La idea de función es, probablemente, la más importante en la 
Matemática moderna. A partir de los ejemplos anteriores puede 
deducirse la siguiente definición: 

Función. Si una cantidad y está relacionada con una cantidad x 
de tal manera que, para cada valor que pueda ser asignado a x hay 
un valor correspondiente de y, entonces y es función de x. 

Asi, para cada longitud de radio de un circulo, siempre hay 
una longitud de circunferencia correspondiente. 

Si un hombre trabaja con un salario fijo por hora, entonces para 
cualquier número de horas que trabaje, siempre corresponde una 
cantidad determinada. Su salario mensual o semanal es una función 
del tiempo que trabaja; el salario por hora es una constante. 

De nuevo, si y = 2x?, entonces, por cada valor que se dé a 
x hay un valor correspondiente de y. En consecuencia, y es una 
función de x. 


134. Gráfica de una función 


Si y es una función de x, de acuerdo con la definición anterior, 
por cada valor asignado a x siempre hay un valor de y que le 
corresponde; entonces se pueden representar gráficamente estos pa- 
res de valores de x e y, y el conjunto de puntos así representados 
será la gráfica de la función. 

Por tanto, cada función tiene una gráfica caracteristica, que será 
una curva regular o una linea recta, y mediante la cual puede ser 
identificada. 

Si la función es de primer grado y no contiene ninguna frac- 
ción algebraica, entonces, como ya se ha visto, la gráfica será una 
línea recta. Por esta razón, una función de primer grado, cuya forma 
general es y = mx + b, se denomina función lineal. 

Sin embargo, si la función contiene potencias superiores de x, 
como x?,x?, etc., o fracciones algebraicas, como y = l/x, la grá- 
fica será una curva regular, cuya forma variará dependiendo de la 
naturaleza de la función. 
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13.5. Gráfica de una función de segundo grado 


La forma más sencilla de una función de segundo grado es la 
expresada por y = x?. Esta E la denominada función cuadrática. 
El área de un circulo, A = nr?, es una forma particular de ésta. 

Para trazar la curva de y = x?, primero se asignan valores 


a x, se calculan los valores correspondientes de x? (o y), y se ta- 
bulan como sigue: 


Se toma un campo de valores tan amplio como lo permita el 
tamaño del papel en el que va a ser representado. Puesto que los 
valores de y aumentan más rápidamente que los de x, se necesita 
más espacio en el eje OY; pero como el cuadrado de un número 
es siempre positivo, no se necesitan los valores negativos. Se traza, 


pues, el eje OX cerca de la parte inferior del papel, como se muestra 
en la figura 13.1. 


Y 


Figura 13.1 
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Selección de escalas en los ejes. La escala escogida dependerá 
del número de valores que se desee incluir dentro de los límites 
del papel. No es necesario tomar la misma escala en los dos ejes: 
en esta curva en particular, será mejor una escala menor en y, por- 
que sus valores aumentan más rápidamente que los de x. 

Sin embargo, debe tenerse en cuenta que la forma real de la 
curva sólo se conseguirá cuando se tomen las mismas unidades 


en ambos ejes. 
La simetria de los valores de y, como se ve en la tabla, nos 


sugiere que el eje OY debe estar en el centro del papel. 

Cuando se representan los puntos, éstos forman una curva como 
la que se muestra en la figura 13.1. 

Esta curva se denomina parábola. Cuando se invierte, es la tra- 
yectoria descrita por un proyectil, como una bala, por ejemplo, 
disparada al aire por un fusil. 


13.6. Algunas propiedades de la curva y = x* 


Sobre esta curva, debe observarse lo siguiente: 


l. La simetría de la curva. Los valores positivos y negativos 
de x producen valores iguales de y. Si, por consiguiente, se 
doblara la curva a lo largo del eje OY las dos partes de la 
curva coincidirían punto a punto. 

Se dice, pues, que la curva es simétrica respecto a OY, 
y OY se denomina eje de simetría. 

2. Su valor mínimo es O en el origen. Se dice que la curva 
tiene un vértice en el origen. 

3. La pendiente de la curva no es constante, como sucede en 
una línea recta, sino que aumenta de un punto a otro con- 
forme x aumenta. El gradiente es, claramente, una función 
de x, puesto que su valor depende del de x. 

4. Puede utilizarse la curva para leer el cuadrado de cualquier 
número dentro del campo de valores representados, y tam- 
bién, a la inversa, para determinar las raices cuadradas. 
Así, para hallar el valor de ES se toma el punto de la 


A 
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curva correspondiente a 3 en el eje OY. Se ve entonces que 
le corresponden dos puntos en el eje OX, el punto x (es 
decir, ./3) igual a 41,73 y el —1,73 (véase el Ap. 4.10). 


13.7. La curva y=-—x”? 


Todos los valores de y en esta curva son numéricamente iguales 
a los correspondientes de y en y = x?, pero con signo negativo. 


Su forma será la misma, pero invertida, como puede verse en la 
figura 13.2, 


Figura 13.2 


Al ser todos los valores de y negativos, el eje OX se dibuja 
Cerca de la parte superior del papel. 


La curva tiene un máximo —esto es, cero — en el origen. A partir 
de este punto, la curva muestra el camino de una bomba soltada 


desde un avión en el punto O si la resistencia del aire es des- 
Preciable. 


— 
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138. Las curvas y = ax? 


Las curvas representadas por y = ax?, en donde a es cualquier 
número, son todas parábolas que se diferencian de y = x? sólo por 
tener diferentes pendientes. 

Tomemos, por ejemplo, y = 2x?. La tabla de valores para repre- 
sentar la curva se calcula de la misma manera que para y = x? 

Esta, así como y = (1/2)x?, están dibujadas y contrastadas con 
y = x? en la figura 13.3. 


Figura 13.3 


En el caso de a negativa, obtendriamos el correspondiente gru- 
po de curvas similar a y = — x?, como en la figura 13.2. 


13.9. Las curvas y=x* +a 


La curva y = x? + 2 está evidentemente relacionada con y = x”, 
de la misma manera que y =x+ 2 está relacionada con y =*X 
(véase el Ap. 9.7). Cada ordenada de x? + 2 es mayor en dos un!- 
dades que la correspondiente ordenada de x?. 


NN 
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La curva y = x? + 2 es, por tanto, la misma que y = x? ele- 
vándola dos unidades a lo largo del eje OY (Fig. 13.4). De modo 
similar, la curva y = x? — 3 es igual que la curva y = x?, pero cada 


punto está tres unidades más bajo que y = x? para valores corres- 
pondientes de x. 


Figura 13.4 


De modo general, las curvas representadas por la ecuación y = 
= x? + a son conjuntos de curvas similares a y = x? y elevadas 
O bajadas en una cantidad igual a +a. 


Igualmente, la curva de y = —x? da lugar al conjunto de curvas 
Incluidas en la ecuación y = —x? + a. 


13.10. Cambio de ejes 


Examinando la figura 13.4, podemos ver que la curva y= x* + 2 
se diferencia de la curva y = x? sólo en la posición del eje OX. 


—") 
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Para y = x? + 2 el eje OX está situado dos unidades por debajo 
del punto más bajo de la curva. En consecuencia, la curva y = x? 
puede convertirse en la de y = x? + 2 dibujando un nuevo eje OX 
dos unidades inferior al original, como se muestra en la figura 13.5, 
y renumerando el eje OY 


Eje para y = x? — 3 


Eje para y = x? Xx 


Figura 13.5 


Análogamente, y = x? se convierte en y = x? — 3 dibujando un 
nuevo eje OX' tres unidades superior al original, como se muestra 
en la figura 13.5, y renumerando de nuevo las unidades en el eje OY. 


13.11. La curva y = (x- 1)? 


La tabla siguiente muestra los valores de (1) y =(x — 1)? y 
(2) y = x?, para los valores correspondientes de x: 
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Una comparación entre los conjuntos de valores de las dos fun- 
ciones permite observar que ambos presentan la misma secuencia 
numérica, pero los de (x — 1)? son los de x? desplazados una po- 
sición a la derecha en la tabla, para valores consecutivos de x. 

Por tanto, la curva (x — 1)? debe ser la misma que x?, pero 
desplazada una unidad a la derecha. 

En consecuencia, la curva x? se transforma en (x — 1)? de ma- 
nera análoga al apartado anterior, pero desplazando el eje OY, en 


lugar del eje OX, una unidad a la derecha y renumerando el eje OX 
(Fig. 13.6). 


Eje para y = (x — 1) 


Figura 13.6 
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Análogamente, si el eje OY se moviera dos unidades a la iz. 
quierda, obtendríamos la curva (x — 2)?. O si el eje OY se moviera 
una unidad a la derecha, se obtendría la curva de y =(x + 1) 
Lo mismo sucede en funciones similares. 


13.12. Curva y= (x- 1)?-4 


Por combinación de las operaciones ilustradas en los dos apar- 
tados anteriores —esto es, desplazando los ejes— puede transformarse 
la curva y = x? en la de una función tal como y = (x — 1)? - 4 
Puede hacerse en dos pasos: 

1. Por desplazamiento del eje OY una unidad a la izquierda, 

se obtiene la curva y = (x — 1)?, como el apartado anterior. 

2. Por desplazamiento, ahora, del eje OX, 4 unidades arriba, 

la curva y = (x — 1)? se hace y = (x — 1)? — 4. 


Con estos dos nuevos ejes, ambos renumerados, la curva queda 
como se muestra en la figura 13.7. 


Figura 13.7 
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En este diagrama, los nuevos ejes y sus números aparecen di- 
bujados con trazo más grueso. 
La expresión puede simplificarse de la forma siguiente: 


(x— 1?-4=x?-2x+1-4=x?-2x-3 
La curva de la figura 13.7, es, por tanto, la gráfica de 
y=x?-2x-3 


Más adelante se verá (Ap. 14.2) que toda función cuadrática 
de x puede reducirse a una expresión como ésta, o las más sen- 
cillas de los apartados 13.9 y 13.10. Por tanto. es posible establecer 
la conclusión siguiente: 

La gráfica de toda función cuadrática de x es una expresión 
modificada de y = x? y es, por tanto, una parábola. 


13.13. La gráfica y=x?-2x-— 3 


En el apartado anterior se ha visto que esta gráfica puede obte- 
nerse de la curva y = x? mediante cambio de ejes. En la práctica, 
sin embargo, en la mayoría de los casos es más conveniente y 
preciso utilizar el método dado a continuación. Se construye una 
tabla de valores como la siguiente: 


Nota. —Debe tenerse cuidado para no sumar el valor de x en 
Cada columna. Es conveniente trazar una línea gruesa bajo sus 
y Valores, como en la tabla, para tenerlo presente al sumar. 


O 
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A partir de los valores de la tabla, el estudiante debe dibujar 
la curva y comparar la figura obtenida con la de la figura 13,7, 
a la que se llegó por cambio de ejes. Se verá que el mínimo 
valor de x? — 2x — 3 es —4, cuando x = l, y que la línea x = 1, 
perpendicular al eje OX, es un eje de simetría. 


13.14. Solución a la ecuación xXx” - 2 -3=0 
a partir de la gráfica 


En los puntos donde la curva de x? — 2x — 3, representada en 
la figura 13.7, corta al eje OX, el valor de y es cero, esto es: 


x?—2x-3=0 
Los valores de x en estos dos puntos son: 
x=3 y x=-—1 
Se han encontrado, pues, dos valores de x que satisfacen la 


ecuación x? — 2x — 3 =0. Por tanto, la ecuación ha sido resuelta 
por medio de la gráfica. 


13.15. Gráfica de y =2x? — 3x-5 


Esta es una gráfica un poco más dificil de representar. La tabla 
de valores es la siguiente: 


ap aaa 
EQU naa 
nde pa PAE PEO 
pelas en 
MERO REE 
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En este ejemplo se muestra un mayor campo de valores. Puesto 
que los valores de y aumentan rápidamente, se toman unidades 
más pequeñas en el eje OY. La gráfica aparece en la figura 13.8. 

El punto más bajo, N, que da el mínimo de la expresión, corres- 
ponde a x = 3/4. A partir de la tabla, se ve que el punto está a 
mitad de camino entre x = 1/2 y x= 1, ya que estos valores de 
x dan el mismo valor de y, es decir, —6. El minimo, representado 
por MN*, es —6,125. El eje de simetría de la curva pasa por N y 
corresponde a los puntos de abscisa M. 


Figura 13.8 


E_ A AA 


* MN es la forma normaliz: 


ada de representar al segmento que va del punto M 
al punto N. (N. del t.) 


a 
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La solución de la ecuación: 
2x? —- 3x-5=0 
vendrá dada por los valores de x en donde y = 0, es decir, los 
puntos donde la curva corta al eje OX. Estos puntos son A y B, 


que corresponden a: 


x=-—l y x=25 


13.16. Gráfica de y=12- x- x 


En este ejemplo el coeficiente de x? es negativo. En consecuencia, 
la curva tendrá la forma de y = —x?, como se muestra en la fi- 
gura 13.2, es decir, será una parábola invertida. La tabla de valores es: 


Los valores de y muestran la simetría de la curva. El punto 
superior, que da el valor máximo, está a mitad de camino entre 
x=-—l y x=0. La curva aparece en la figura 13.9, donde se ve 
que el máximo está en M, siendo y = 11,25; el valor correspon- 
diente de x es —0,5. 

Los puntos de abscisa N forman el eje de simetría, que pasa por 
M. 

A partir de la curva, puede obtenerse la solución de la ecuación: 


12-x-x?*=0 obien x?+x-12=0 


A A o 
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Figura 13.9 


Esta vendrá dada por los valores de x en A y en B, donde 
la curva corta al eje OX. Las soluciones son: 


EJERCICIOS 


1. Dibujar la curva y = x? entre los valores x= +3 y x=-3, 
tomando las unidades tan grandes como sea posible. A partir de 
ella, averiguar los valores de: 


a) 2-32 b) y7. ) Y3x3. 


2. Representarla curva y = (1/4)x? entrex = +4 y x = —4, Hallar, 
a partir de ella los valores de x tal que: 


1 1 
a) m3 = 0,8. b) qe = 2. c) x?=12 


3. Dibujar la curva y = —(1/2)x2 entre x= +4 y x= -—4,A par- 
tir de la misma, hallar los valores de x tal que: 


a) ERE b —x*=-35, dd x?=2 
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4. Dibujar la curva y = x? y, mediante cambio de ejes, obtener 
la curva y = x? + 3. A partir de esta última, hallar valores de y 
tal que: 

a) x?43=5. b) x?4+3=09, 


5. Dibujar la curva y = x? y, mediante cambio de ejes, las corres- 
pondientes a: 


a) y=(x-2P? bD y=(x+ 3 
A partir de éstas, hallar todos los valores de x tales que: 
a) (x-— 2)? =3. b (x+3 =1. 


cd) (x- 2? -5=0. 


6. Dibujar la curva y = (x + 2)? — 2, mediante la curva y = x? 
y cambio de ejes. Usar para encontrar los valores de x cuando: 
a) (x+2)?-2=0. br (x+ 2)? -—1=0. 
c) (x + 2) =8. 


7. Dibujar la curva y = x? — 6x + 5. Encontrar el mínimo valor 
de la función y el correspondiente valor de x. Utilizar esta curva 
para hallar los valores de x cuando: 


a) x2-6x+5=0. b) x?—6x+5=6. 


8. Dibujar la curva y = x? — 4x + 2. Hallar el mínimo valor de 
la función y el correspondiente valor de x. Utilizar para resolver 
las siguientes ecuaciones: 


a) x?-4x-2=0. b) x?-4x-—2=3. 
9. Representar la curva y = 2x? — $x + 2. Hallar el mínimo valor 


de la función y el correspondiente de x. A partir de la curva, re- 
solver las ecuaciones: 


a) 2x?—5x+2=0. by 2x?-—5x-1=0. 


10. Dibujar la curva y = 2 — x — x?, Hallar el máximo valor de la 
función y el correspondiente de x. 
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Ecuaciones cuadráticas 


14.1. Solución algebraica 


El trazar la gráfica de una función cuadrática nos lleva de forma 
lógica a obtener la solución de su correspondiente ecuación cuadrá- 
tica, esto es, su ecuación de segundo grado. La solución mediante 
este método es útil e ilustradora, pero como método de resolución 
de este tipo de ecuaciones es molesto, y la precisión obtenible es 
limitada. Es necesario, por tanto, encontrar una solución algebraica 
que sea cierta, universalmente aplicable y capaz del grado de pre- 
cisión requerido en cualquier caso. 

En el apartado 13.6 fue resuelta por primera ve una ecuación 
Ea cuando, a partir de la curva de y = x?, se halló que si 

= 3, los valores correspondientes de x eran +1, 73 y —1,73. El 
A eomaieno hecho puede expresarse como: 


x?=3 


x= 4,3 


x= 3+1,73 o -—1,73 


Esta es la forma más sencilla de una ecuación cuadrática. El 
resolverla incluye la operación de encontrar una raíz cuadrada; de 
aquí que la palabra «raíz» se aplique a la solución de una ecuación. 

En el apartado 13.11 se dio un importante paso hacia delante: 
se hallaron los puntos en donde la curva (x — 1)? — 4 corta al eje OX 


— 
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y donde la función, por tanto, vale cero. También se señalaron 
los correspondientes valores de x, esto €s, 3 y -1 
Esto significa que para estos valores de x, se verifica la expresión: 


(x-—1)?-4=0 


Son, por tanto, las raíces de esta ecuación. 
Escribamos la ecuación en la forma: 


(x — 1? =4 (1) 


Entonces tiene algebraicamente la misma forma que la ecuación 
anterior, x? = 3. Se puede, pues, hallar la solución algebraica si- 
guiendo el mismo método. 

Tomando raíces cuadradas a cada lado de la ecuación: 


x=1l=3+ 
+20 x-1=-2 


x-—1 
de donde, 
x=30 x=-l 


El formato señalado como (1) es aquel al que, en última instancia, 
se reducen todas las ecuaciones cuadráticas; el objetivo es alcanzar 
siempre ese formato. 


14.2. Método de resolución de cualquier 
ecuación cuadrática 


Se ha mostrado que la expresión (x — 1)? — 4 se puede trans- 
formar en x? — 2x — 3, por lo que podía haberse escrito la ecuación 
resuelta en la forma: 


x? -2x-3=0 (2) 


Si se parte de esta expresión y se desea resolver la ecuación, 
es preciso retroceder a: 


(x— 1)? -4=0 (3) 


Par to 


Ecuaciones cuadráticas 197 


Esta es la operación inversa de cambiar de (3) a (2), es decir, 
de obtener la cuadrática completa (3) cuando se parte de (2). 
Son necesarios dos pasos previos: 


l. Llevar la constante al lado derecho de la ecuación, puesto 
que no ayuda a encontrar el cuadrado. 


2. Dividir todos los miembros por el coeficiente de x?, a no ser 
que sea la unidad. 


Finalmente se llega a: 
x? -2x=3 


Ahora es necesario sumar al miembro izquierdo un número tal 
que complete el cuadrado. Recordando lo hecho en el apartado 11.5, 


obtenemos la siguiente regla: Se suma a cada miembro el cuadrado 
de la mitad del coeficiente de x. 
Entonces lo anterior queda: 


x?—2x+ (1 =3+1 
(x- 1)? =4 


y se procede como antes. 
Aplicamos el método anterior para resolver la ecuación: 


x?-6x+5=0 
Entonces, 
x?-6x=-5 


Sumando a cada miembro (6/2)?, esto es, 3?, 


x? — 6x + (3? =-5+9 
(x — 3)? = 4 


Con lo que alcanzamos la forma deseada. Actuando como antes: 


x-3I=3+2 
x=33+42 
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Entonces, 
x=3+2=5 0 x=3-2=1 


siendo la solución: 


14.3. Solución de 2x? +5x-3=0 


Aplicando los pasos preliminares (1) y (2) del apartado anterior, 
obtenemos sucesivamente: 


5 3 
2x? + 5x =3 24 1x => 
x x y x ¿* 5 


La mitad del coeficiente de x es 5/4. 
Añadiendo (5/4)?, se obtiene: 


Sia ES sx 
x+4Z¿3x +4] =>+|- 
2 4 2 4 


E 2 3,3% 
4) 2 "16 16 


Tomando raices cuadradas en ambos lados: 


den e 
x+=+- 
4 74 
5,7 
x= -3+- 
474 
dni IL ET 
Na ad 
1 
x=3 0 x=-3 
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EJEMPLO 1. Resolver la ecuación x? — x — 1 =0. 
Transponiendo: 


Añadiendo (1/2)?, 


1 

E 
2 2 
1 S  13+2,236 

di a E = 1,618 
2 2 2 
1 1 — 2,236 

ro 1_24B_ 2, = —0,618 
2 2 2 


x=1.618 o x= -—0,618 (ambos aprox.). 


EJEMPLO 2. Resolver la ecuación 3x? — 5x + 1 =0. 
Aplicando los pasos preliminares: 


Añadiendo (5/6)? : 


PEL (E PIAR 
E E) 


200 Algebra 


Extrayendo las raices cuadradas: 


S +3, 
xo >= (aprox.) 
6 
a S + 3,606 
26 
6 6 
ei RO _ 8,60 — 1,434 
6 6 
S-—3606 1,394 
x= > = —— = 0,232 
6 6 


La solución €s: 
x=1434 o x=0,232 (aprox.). 


EJEMPLO 3. Resolver la ecuación: 


1 po 1 


x=1 x-2 16 


En primer lugar se eliminan las fracciones multiplicando todos 
los términos por el mínimo común denominador, es decir, 


16(x — 1)Mx + 2) 
Entonces: 


16(x + 2) — 16(x — 1) = (x — 1)(x + 2) 
16x + 32-— 16x+16=x?+x-2 


Sumando y transponiendo términos: 


=x—x=-48-2 
x?4x=50 
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Sumando (1/2)?: 


4 4 
201 14,177 
a 
2 2 
1 14777 1. 14177 13177 
= =-=+-—— === —— = 2 = 6,588 
a e o 2 
O 
E _ 1 E 14,177 ao 15,177 = 7,588 
2 2 2 
La solución es x = 6,588 O x = —7,588. 


14.4. Solución de ecuaciones cuadráticas 
mediante factorización 


Hay otro método para la resolución de cuadráticas, que vemos 
a continuación. 


Obsérvese, en primer lugar, que, siendo n cualquier número 
finito, se verifica: 


nx0=0 


€s decir, el producto de cualquier número finito por cero es siem- 
Pre cero. 


A la inversa, si el producto de dos factores es cero, entonces 
Cualquiera de los dos factores puede ser cero. 

Por ejemplo, si a x b=0, entonces esto es cierto si a=0, 
O bien b=0, 

Análogamente, si 


(x — Mx —3)=0 (4) 


Se deduce de lo anterior que la ecuación se satisface si x — 1=0 
0x-3=0 


» E 
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Pero si x — 1 =0, entonces x= 1, y si x — 3 =0, se verifica 
que x = 3. 

Por tanto, la ecuación (4) debe satisfacerse si x=1 0 x=3, 
por lo cual podemos establecer que 1 y 3 son raices de la ecuación: 


(x — Mx — 3) =0 
es decir, de 


x?-4x+3=0 


Si se necesita resolver la ecuación x? — 4x + 3 = 0, puede ha- 
cerse recorriendo a la inversa los pasos anteriores; en consecuencia 
se encontrarán los factores de x? — 4x + 3 y se obtendrá: 


(x — 1(x - 3)=0 


Este método es sencillo cuando se pueden obtener los factores. 
En las ecuaciones que aparecen en la práctica esto sucede raramente. 

De todas formas es un método valioso, y puede usarse para 
ecuaciones de grado superior. Si, por ejemplo, sabemos que: 


(x — Mx — 3Nx —- 4)=0 


Entonces, de acuerdo con el razonamiento anterior, la ecuación 
se satisface si: 


x— 1 =0, de donde x = 1 
x — 3 =0, de donde x = 3 
x —4=0, de donde x =4 


El producto de los tres factores es una expresión de tercer grado, 


ya que el término de mayor grado será x?. La ecuación, por tanto, 
es de tercer grado, o ecuación cúbica. 


EJempLO 1. Resolver la ecuación x? — 2x = 15. 
Transponiendo: 


x?-2x-15=0 
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Factorizando: 


(x — SAx + 3)=0 
x-=5=0 y x=5 0 x4+3=0 y x=-3 
de donde deducimos que la solución es x=5 0 x= —-3, 
Nota.—El estudiante debe recordar que se requiere que el lado 


derecho de la ecuación factorizada sea cero, para que el método 
sea aplicable. Por tanto, no puede usarse en un caso como: 


(x — 6lx — 2) =4 


EJEMPLO 2. Resuélvase la ecuación 9x(x + 1) = 4. 
Simplificando y transponiendo: 


9x2 +9x-4=0 


Factorizando: 
(3x + 4Gx-—- 1)=0 
4 1 
3ix44=0 y Ay a o 3x-1=0 y 42 


Luego la solución es: 


14.5. Expresión general para la resolución 
de una ecuación cuadrática 


Ya se ha visto que, mediante transposición y simplificación, 
toda ecuación cuadrática puede escribirse en la forma: 


2x? +7x-4=0 
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donde hay tres constantes: 


1. El coeficiente de x?. 
2. El coeficiente de x. 
3. El término independiente de x. 


En consecuencia, si se quiere escribir una fórmula general para 
cualquier ecuación cuadrática, pueden escogerse las letras a, b y c 
para expresar estas constantes. De esta manera se puede escribir 
la forma general como: 


a?d+bx+c=0 


La ecuación anterior es un caso especial de ésta en la que 
a=2b=7,c= -4. 

Si se resuelve la cuadrática general, ax? + bx +c =0, las rai- 
ces estarian en función de a, b, c. Sería necesario tener una fórmula 
tal que, sustituyendo los valores de a, b y c de cualquier caso 
particular, sea posible obtener las raices, y no sea preciso una 
resolución real. 


14.6. Solución de la ecuación cuadrática 
a+bx+c=0 


Es preciso utilizar el método de «completar el cuadrado» como 
en el apartado 14.2: 


ax?d+bx+c=0 
Dando el paso preliminar (1): ax? + bx = —c. 


Dando el paso preliminar (2): x? + (b/a)x = —(c/a). 
Sumando «el cuadrado de la mitad del coeficiente de x»: 


BN? b? — 4ac ] 
x+ = -— (sumando las fracciones) 


—— y 


7 JÁR'23 
>. TAZA E 
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Extrayendo sus raíces cuadradas: 


x+>= 


2a “7 2a 
b  .J/b?— 4ac 
x= =27 + == — 
2a 2a 
-b+ J0= ac 
pr 2a 
o, desdoblándolo, 
=b + yb? — 4ac 
a 2a 
=b — yb? — 4ac 
x= 
2a 


Debemos prestar atención a esta fórmula, ya que mediante 
ella desaparece toda necesidad real de trabajar en la solución 
de cualquier ecuación cuadrática. La ecuación que se desea resol- 
ver debe expresarse con todos los términos en el miembro izquierdo 
antes de aplicarla. 

Obsérvese en esta fórmula que, puesto que siempre hay dos raices 
cuadradas de un número, ./b? — 4ac, siempre debe tener dos valo- 
res. Por tanto, x debe tener dos valores, y toda ecuación cuadrá- 
tica debe tener dos raices. Esto se hacía obvio en la solución de la 
ecuación por el método gráfico. 


EJeMPLO 1. Resolver la ecuación 5x? + 9x = 2, 
Escribiendo la ecuación en su forma general, se llega a: 


5x2 +9x-2=0 


Utilizando la expresión obtenida antes: 
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en este ejemplo, se tiene: 


Sustituyendo: 


—-9+./92-(4x5x -2)_-9+y81 +40 _ 


2x5 
-9+ 121 _ -9+11 
10 10 
-9+11 2 
10 10 
-9-11 -20 
0 “10 


x=02 0 x=-2 


EJEMPLO 2. Resolver la ecuación: 


+ 
x=1 3 x-3 


Eliminando las fracciones (multiplicando todos los términos por 
Ax — 1)(x — 3): 


Ax — 3) + Ax — 1)N(x — 3) = 6(x — 1) 
3x —9+ Ax? — 4x +3)=6x -—6 
3x-9+2x?-8x4+6=6x-—6 


Agrupando términos semejantes: 
2x? — 11x4+3=0 


Usando la fórmula 
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y haciendo a = 2, b= —11, « = 3, se obtiene: 
tl 121-24 11+./97 11 +9,849 
EXE — = 2% = ——— (aprox. 
4 4 4 
E DEOA E O 08019 
4 4 
11 —- 9849 1,151 
Nas a ia 0,288 


Por tanto la solución es x = 5,212 o x = 0,288. 


14.7. Problemas que dan origen a ecuaciones 
cuadráticas 


Los siguientes ejemplos ilustran el método de resolución para 
tales problemas. 


EJemPLO 1. La distancia h que alcanza un cuerpo en el tiem- 
Po í cuando se lanza verticalmente hacia arriba con velocidad u, 
viene dada por la expresión: 


h = ut — ¿gé 


2 


Si u = 160 m/seg y g = 10 m/seg?, hallar el tiempo que tarda 
Un cuerpo en elevarse hasta 240 m. 


Sustituyendo los valores dados en la fórmula: 


240 = 1601 — Sr? 
51? — 1601 + 240 =0 
1? —3214+48=0 
¡RE 328448 


> =16+ 4/13 = 
= 16 + 14,42 
t=3042 o 1,58 
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Las dos raices requieren atención. Puesto que toda cuadrática 
tiene dos raices, cuando éstas proporcionan la respuesta a un pro- 
blema, debe examinarse la validez de las mismas a éste. Unas 
veces quedará claro que no son aplicables ambas, sobre todo si 
una de ellas es negativa. En el caso del problema anterior, la 
velocidad de un cuerpo disminuye cuando éste es lanzado vertical- 
mente, hasta que alcanza su punto más alto, en donde vale cero. 
Después cae verticalmente y recorre el mismo camino. Por tanto, 
pasará dos veces por un punto situado a una altura dada, una vez 
en el ascenso y otra en su descenso. El valor t = 1,58 seg da el 
tiempo en alcanzar 240 m al subir, y 1 = 30,42 seg es el instante en 
que pasa por la misma altura al descender. 


EjemPLO 2. Un motorista recorre una distancia de 84 km 
en un viaje y nota que, si en el viaje de vuelta aumenta su velo- 
cidad media en 4 km/h, tardará media hora menos en hacerlo. 
¿Cual fue su velocidad media durante la primera parte de su viaje 
y cuánto tardó en hacer el recorrido total? 

Sea x la velocidad media en km/h de la primera mitad del 
viaje. Entonces el tiempo tardado en la primera mitad es 84/x horas. 

La velocidad durante el viaje de vuelta es (x + 4) km/h. 

Por tanto, el tiempo empleado en la segunda mitad del viaje 
es 84/(x + 4) horas. 


Pero esto es 1/2 hora menos que en el viaje de ida. Por tanto: 


84 84 


1 
x x+4 2 


Eliminando las fracciones mediante multiplicación por el mínimo 
común múltiplo, es decir, 2x(x + 4), se obtiene: 


168(x + 4) — 168x = x(x + 4) 
168x + 672 — 168x = x? + 4x 


Agrupando factores y transponiendo: 


x?4+4x-672=0 
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Usando la fórmula x = —b + ,/b2 — 4ac/2a y sustituyendo: 


_ 744 y16-[4x(-672)]_ -4+,/2.704_ -4+52 
2 A IE ES 


x 


2 
-4 -4-— 
PE o pac e 
2 2 


La raíz negativa, aun cuando satisface la ecuación anterior, no 
tiene sentido en este problema. Por tanto, la velocidad media du- 
rante el viaje de ida es de 24 km/h. 


Tiempo utilizado en la ida: 84/24 = 3,5 h. 
Tiempo utilizado en la vuelta: 84/28 = 3 h. 


Por lo cual, el tiempo total será de 6,5 h. 


14.8. Sistemas de ecuaciones de segundo grado 


Son ecuaciones que tienen dos incógnitas y que incluyen tér- 
minos de segundo grado. También se les conoce como sistemas 
cuadráticos. 

El grado de un término se ve en su exponente, o, si contiene 
dos o más incógnitas, en la suma de los mismos. 

x?, xy, y? son términos de segundo grado que incluyen dos 
incógnitas, cualquiera de éstos, junto con los de primer grado, pue- 
den aparecer en las ecuaciones que serán resueltas. Los coeficientes 


numéricos no afectan al grado de un término. 
Raras veces se pueden resolver los sistemas cuadráticos si no se 
ajustan a unos tipos determinados. Estudiaremos dos de estos tipos. 


14.8.1. Primer tipo: una de las ecuaciones es 
de primer grado 


EJEMPLO 


3x? — xy + y? =37 (5) 
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Siempre es posible resolver los sistemas cuadráticos si se puede 
encontrar una relación lineal entre una incógnita y otra. 


En las ecuaciones anteriores, a partir de (4) se llega a 


y=1l1-x 


Esto puede sustituirse ahora en la ecuación (5). 
En consecuencia, se obtiene: 


3x? — x(1 — x) + (1 — x)? = 37 


De esta forma se llega a una cuadrática con una incógnita, que 
puede ser resuelta en todos los casos por los métodos dados an- 
teriormente. 


Simplificando, 
3x2 xx 41 2x4 x?=3 
5x? - 3x-346=0 
Esta ecuación puede resolverse por factorización, o utilizando 
la fórmula: 
—b+ yb? — 4ac 
X == z——————— A A A<Á. 


2a 
Sustituyendo: 


+3+/9+720 3427 
A 
10 


10 
De donde 
30 3 
*=10 
y también 
ds 
E 
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Para hallar y hay que sustituir en 
y=1-x 


a) Cuando x = 3, 
y=1-3=-2 
b) Cuando y = — 24, 
y=1-(-2,4) = 34 


Entonces, las soluciones son: 


x=3 , y=-2 
x=-24 , y=34 


Las parejas de soluciones de x e y deben ser agrupadas en 
pares correspondientes. 


148.2. Segundo tipo: ecuaciones simétricas 


EJEMPLO 1. Un ejemplo de este tipo es 


x+y=19 (6) 
xy = 84 (7) 


Se llaman simétricas a estas ecuaciones porque si se intercambian 
las letras x e y en todos los términos, las ecuaciones no se ven 
alteradas. Otras ecuaciones que no sean estrictamente simétricas 
también pueden resolverse mediante este método, y, por tanto, tam- 
bién se incluyen. 

En las ecuaciones del ejemplo puede observarse que la (6) es de 
Primer grado y permite la utilización del método anterior; sin em- 
bargo, éste sólo pretende ser un ejemplo sencillo para ilustrar la 
Solución que puede usarse para este tipo de ecuaciones. 

El objetivo es hallar el valor de x — y. Después, puesto que el 
Valor de x + y ya es conocido, el resto de la solución es sencilla. 


— 
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Se parte de 
x+y=19 (6) 
Elevando al cuadrado ambos lados de (6): 
x? + 2xy + y? = 361 (8) 
De (7) se obtiene: 
(9) 


4xy = 336 


Restando (9) de (8) se llega a: 
x? — 2xy + y? = 25 


x—y=3w+5S 
De (6): 
x+y=19 
Sumando, 
2x=19+5= E 
14 
E 
x= 
7 
Restando: 
14 
2y = 19 — (+5) = 
y (+5) e 
=| 7 
E 
o, mediante (7): 
xy = 84 


a) Cuando x = 12, y 
b) Cuando x =7, y = 12. 
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La simetría de las ecuaciones se refleja en la solución. 


EJEMPLO 2. Resolver las ecuaciones: 


x? + y? =89 (10) 
xy =40 (11) 
Ambas ecuaciones son de segundo grado. En este caso el obje- 
tivo es encontrar x + y y x — y. 
De (11): 
2xy = 80 (12) 
Sumando (10) y (12): 


x? + 2xy + y? = 169 
x+y=<l3 
Restando (12) de (10): 


x? —-2xy+ y?=9 


x= y=3+w+3 
Asociando las ecuaciones: 
x+y=-= +13 
x=y=3zw+3 
Sumándolas: 
2x=+13+3=3+16 o +10 
x=3+8 o +5 
Para obtener los valores correspondientes de y, se puede susti- 
tuir en 
xy =40 
Por tanto, cuando: 
x=3+8 , -8, +58, -S 
tendremos: 
! yJ=+5, -5,3+8, -8 


— 
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Entonces, asociando estos valores la solución resulta: 


x=348 , y =3+S 
x=-8 , = —5 
x=3+5 , y=+8 
x=->3, y=-38 


Nota.—En los ejemplos anteriores se ha utilizado la suma y la 
diferencia de dos números x + y, x — y. Si se tuviera un caso como 
x + 3y, se hubiera empleado el mismo método. Se debe tratar, en 
ese caso, de obtener (x + 3y)? y (x — 3y)?, y, en última instancia, 
x — 3y. Hay muchas otras variaciones de este método de resolución. 
En algunos casos, tales como: 


x? + y? =a (13 
x+y=b (14) 


no se da xy, pero puede obtenerse elevando al cuadrado la ecua- 
ción (2) y restándole la ecuación (1). 


EJERCICIOS 
Resolver las siguientes ecuaciones: 
1. 3x?=12 2. 4x?—1=0. 
2 

3, CEA le 2. = Y. 

16 9 4 (x+1) 4=0 
5. (x-3?-25=0, 6. (x + 5)? = 36. 

py? (x — 9y 

7. =1l. . = 4, 

(s + 2) 8 15 4 
9. x? — 10x + 16 =0. 10. 12+x-—12=0, 
tl. x?-2x-—15=0, MM. x?+3x-—28=0. 
13. x(x — 4) = 32 14. 2x?-7x+6=0. 


JAR'25 


18. 2x?-3x-5=0. 16. 
17. 3x2 +1=5x. 18. 
5 
19. 3x-=14 20. 
Xx 
MA A 22. 
3 x 
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3x? =7x +9. 

6 3 _ 

x x+2. 
2 

x-=2=-. 
x 


Resolver las siguientes ecuaciones por el método de factorización: 


23. xdx-3)=0. 24. 
25. (x-2) =0. 26. 
277. (x+4Xx-— 1=0 28. 
29. 4(3x — (Ox + 11) =0. 30. 
3. 124+x=6 32. 
33. x(x + 13) + 30 =0. 34. 
35. (x — 8Ax + 4) = 13. 36. 
37. 2x? —-3x-5=0, 38. 
39. 8x? — 14x-— 15=0. 40. 


41. (x — 2)x — 4Ax — 5) =0. 
42. (2x — 1Mx + 3Ax + 2) =0. 
43. (x-— 1x? —- 2x-— 8)=0. 
44. (2x — SAx? — 5x — 50) =0. 


45. (x — ax — b) =0. 46. 


Resolver las ecuaciones siguientes 
apartado 14.5. 


47. x24+3x-1=0 48. 


49. x? — 0,4x = 1,6. s0. 


A 


x(x + 5) =0. 

(x — Mx — 2) =0. 

Ux — 3MMx + 7) =0. 
x? — 9x +20=0. 

x? + 2x = 35. 

x(x — 4) = x + 66. 

2x? — 11x + 12=0. 
3x? —4x+4+1=0. 

24x? + 10x —4=0. 


Qx — Ax + d) =0. 


utilizando la expresión del 


1? -5x+2=0. 
3x? —5x+1=0. 
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51. 2x?-5x=2. 52. 5x?=7x +3. 
53. 2x? + 12x-7=0, 54. 3x?=8x +8 
55. 4x2? + 10x =S. S6. 4x(x + 2) =9. 
57. 4x2? =(x + 4)Q — x). 58. 09Ax + 1) = 0,8 — x?, 
2 1 2 
: 2=7 2. 60. + — =- 
AS AxAIO2x4 1 7 
2 11 3 1 4 
1. 0,5 - — =0. 62. =- — =-, 
e ES x+3 x+47 x+2 x-3 x 


63. (x + 3(x — 5) = 2x — 2 


64. La suma de un número y su reciproco es 2. Encontrar ese 
número. 


65. El área de un rectángulo es 135 mm? y su perímetro es 48 mm. 
¿Cuál es la longitud de sus lados? 


66. Resolver, para 1/R, la ecuación: 

1 5 

R R 
67. La relación entre la resistencia equivalente R y dos resisten- 
cias r, y r, viene dada por la expresión: 


R ori or 
Si R vale 12 ohmios y r, es 6 ohmios mayor que r,, hallar r, y r,. 


68. Una fórmula para determinar la resistencia de una viga de 
cemento es bn? + 2am(n — c) = 0. Resuélvase esta ecuación en n, 
sib=4a=2c=8ym=125. 


69. La expresión que da la flecha D de un cable de longitud L y 
tendido sobre un vano $, se expresa como: 


Hallar S si L =80 y D=2,5. 
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70. El producto del número n por 2n — $ es igual a 250. ¿Cuál 
es el valor de n? 


71. En la siguiente fórmula algebraica: 
n 


si s = 140, a =7 y d =3, hallar n. 


72. Un conocido teorema de la geometría dice que el cuadrado 
de la diagonal de un rectángulo es igual a la suma de los cua- 
drados de los dos lados. La diagonal de un rectángulo concreto 
tiene 25 mm de longitud, y un lado del rectángulo es 5$ mm más 
largo que el otro. Hallar los lados del rectángulo. 


73. Una alfombra cuadrada cuesta 24.800 pesetas y otra alfombra, 
también cuadrada, cuyo lado es 3 metros mayor que la primera 
cuesta 38.750 pesetas. Si el precio por metro cuadrado es el mismo 
para ambas alfombras, hallar el área de cada una. 


74. Hay un número tal que sumando a 3 y elevada esa suma 
al cuadrado, el resultado es igual a 12 veces el mismo número 
sumado a 16. ¿Cuál es el número? 


75. Dos lados adyacentes de un rectángulo se representan como 
(x + 4) y (x + 6). El área del rectángulo es igual al doble del área 
del cuadrado cuyo lado es x. ¿Cuál es el valor de x? 


76. Hallar el área de una parcela rectangular de tierra cuyo perí- 
metro es de 42 m y cuya diagonal vale 15 m. 


77. El coste de perforar un pozo viene dado por la fórmula: 
C = 400x + 4x? 


donde C es el coste en pesetas y x es la profundidad en metros. 
Si cuesta 56.000 pesetas perforar un pozo determinado, ¿de qué 
Profundidad será? 


78. Un número es mayor que otro en 4 unidades. La suma de 
5us cuadrados es 208. ¿Cuáles son estos números? 


79. La fórmula que da la suma de los n primeros números enteros 
€s (1/2n(n + 1). Si la suma es 78, ¿cuántos números se han sumado? 
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Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 


80. 


82. 


84. 


86. 


90. 


92. 


94. 


98. 


100. 


x=y=2 

x? + xy = 60. 
2x + y =5. 
5x? — 3xy = 14. 
x+y+1=0. 


3x? — 5y?—7=0. 


2x? — 5x + 4xy = 60. 


3x-—y=29 


x? — xy + y? = 43, 
x+y=8, 

2x + 3y =9. 
xy = 3, 


81. 


83. 


85. 


87. 


89. 


91. 


93. 


95. 


97. 


x+y=7. 


3x2 + xy— y? =8l1. 


3x + y =8. 
x? — 5xy + 8y = 36. 


2x + 3y = 14. 


4x? + 2xy + 3y? = 60. 


2x + 3y =5. 


xy = 15. 
x—-y=5,. 
xy = 24, 
x-—2y=2, 
xy = 12, 

x? — xy + y? = 67. 
xy = 18. 

x? + y? =45, 
x?— xy + y? =27, 
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15.1. Significado de un exponente 


En el apartado 2.12 se ha visto que el producto de un número 
de factores iguales como a x a x a x a puede escribirse en la forma 
a*, en donde 4 es un exponente que indica el número de factores. 

Generalizando esto, si se tienen n factores iguales, donde n es 
un entero positivo, entonces a” se define como a" =axaxax ... 
hasta n factores, denominándose a”, potencia n-ésima de a. 


15.2. Reglas de los exponentes 


También hemos visto en los apartados 2.12.1, 2.12.2 y 2.12.4 que 
Cuando se realizan operaciones tales como multiplicación y división 
de potencias de un número, pueden deducirse las reglas que go- 
biernan estas operaciones a partir de la definición de potencia y 
£xponente dados en el apartado anterior. 

Se darán ahora demostraciones generales de estas reglas. 


L Primera regla de los exponentes: la multiplicación. 


Los casos particulares dados en el apartado 2.12.1 conducen 
de la manera siguiente a la regla general: sean m y n cualquier 
gntero positivo. Por definición: 


a”=axaxaxd.. hasta m factores 


dAd=axaxaxax.. hasta n factores. 
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Entonces, 
"xa =(axaxax .. hasta m factores) x 
x (axaxa ox... hasta n factores) 


a 


Sin embargo, si se multiplican dos grupos de factores, éstos se 
asocian en un único producto (véase el Ap. 2.12.1). 
a”xa=axaxaxax.. hasta (m + nm) factores = 
= a”*" (por definición) 


Entonces, podemos establecer que la primera regla de los ex- 
ponentes es: 
a”rxa”=amt" 


En el caso de que el producto incluya más de dos potencias, 
la regla mantiene claramente su validez. Por tanto, 


ar x a” x ar po amintp 
IL Segunda regla de los exponentes: la división. Encontrar el 


valor de a" = a, 


Mediante la misma definición de antes, y procediendo como en 
los casos particulares del apartado 2.12.4: 


n 4axaxaxX... hasta m factores 
a” = q = 
axaxax... hasta n factores 


Después de cancelar n factores del denominador con n factores 
del numerador, quedan en el numerador m — n factores. 


Nota.—Esta demostración supone que m es mayor que n. En el 
caso de que sea menor, quedarán n — m factores en el denominador. 


1 


si n>m=>q"=q"= 


a 


Este caso se examinará más tarde. 
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In. Tercera regla de los exponentes: las potencias. 


Según la definición dada en el apartado 15.1, una expresión 
como (a*)*, significa la tercera potencia de a*, o bien: 


(at = at x at x a? = 


= a*+**% (por la primera regla de los exponentes) 


= a**3= ql? 


En general, si m y n son enteros positivos, por definición: 


(a”Y = a” x a” x a”... hasta n factores 


=artmt"m- hasta n términos 
(primera regla de los exponentes) 
= gran 


Por ello, la regla de las potencias es: 
(a”y = gar 


En el caso de potencias de un producto, como (ab), véase el 
apartado 2.12.2. De un modo análogo puede demostrarse que: 


(aby = a” x b" 


15.3. Extensión del significado de un exponente 


Hasta ahora se ha asumido que todos los exponentes son enteros 
Positivos. La definición de a” es: 


a=axaxax.. hasta n factores 


Esta carece de sentido excepto si se asume que n es un entero 
Positivo. 

Sin embargo, la tendencia del álgebra es de generalizar, y es pre- 
Ciso, por tanto, considerar la posibilidad de otorgar significado al 
gxponente en cualquier caso. 
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15.4. Gráfica de 2* 


Tómese un número adecuado, como puede ser 2, y represéntense 
algunas de sus potencias, es decir, se ha de dibujar la gráfica de 
2*, en donde x representa a cualquier exponente. Al calcular los 
valores de estas potencias para algunos de los menores valores 
enteros de x, se obtiene la tabla siguiente: 


Cuando se trazan estos puntos resultan estar en una curva re- 
gular, como está dibujado en la figura 15.1. 

Considerando que la curva es continua y tal que todos los puntos 
situados en ella satisfacen la ecuación y = 2%, se deduce que todo 
punto de la curva tomado de entre los trazados previamente tiene 
más coordenadas que deben satisfacer también la ecuación. 

Por tanto, elegido, por ejemplo, el punto A de la curva, si sus 
coordenadas son x = 1,5 e y = 2,8, entonces se deduce que 2** = 2,8. 

En otro caso, tomando el punto B, donde x= 3,2 e y=9, 
23.2 =9. 

De donde, si las suposiciones de que la curva es continua, y que 
las coordenadas de cualquier punto de ella satisfacen la ecuación 
y = 2*, son ciertas, puede concluirse que cualquier número dentro 
de los límites de la curva trazada puede expresarse como una po- 
tencia de 2 y, a la inversa, cualquier número puede usarse como 
exponente de alguna potencia de 2. 

Podría dibujarse una curva similar mostrando las potencias de 
cualquier otro número, por ejemplo 10. Se trataría de la curva: 


y =10* 


Por tanto, podría expresarse cualquier número como una po- 
tencia de 10. 


Volviendo a la curva PQ (Fig. 15.1), se observa que, puesto que 
está trazada partiendo de valores de x tomados desde la unidad, la 
curva empieza en P. Si se prolongara hacia el eje OY siguiendo la 


e 3 ¿4 
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11 
10 


NN uy Bb dm qa Jo 0.0 


t. 


Figura 15.1 


Curvatura que sugiere la parte trazada, aparentemente cortaría al 
eje OY en el punto y = 1. 
Esto sugiere que: 


a) El valor de 2* cuando x =0 es 1, es decir, 2% = 1. 


b) La porción de la curva así dibujada, muestra los valores 
de 2* entre x=0yx=1. 


yor ejemplo, Para x = 1/2, 2* es aproximadamente 1,4, esto es, 
= 1,4, aproximadamente. 
De nuevo se observa que, evidentemente, la curva no termina 
En el eje OY, sino que puede ser prolongada más allá de éste. Esta 
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porción corresponderá a los valores negativos de x. De aquí se 
deduce que pueden hallarse valores de 2* cuando el exponente es 


negativo. 


15.5. Consideraciones algebraicas de la ampliación 
del significado de los exponentes 


A partir de la gráfica de las potencias puede deducirse que la 
potencia de un número existe siendo el exponente entero o fraccio- 
nario, positivo o negativo. Es preciso ahora considerar la interpre- 
tación algebraica de dichos exponentes. 

La búsqueda del significado de los nuevos tipos de exponentes 
debe guiarse por un principio fundamental, que es: 

Todo exponente debe satisfacer las reglas de los exponentes 
tal como han sido establecidas para números enteros positivos. 

En caso contrario no puede considerarse como exponente. 


15.6. Exponentes fraccionarios 


Comenzaremos con el caso elemental de a!”?. 

Búsqueda del significado de a'”?. 

Puesto que al? debe satisfacer las reglas de los exponentes, 
entonces, por la primera regla: 

al? x a!? = q 2+12 = a! =q 

Por tanto, al? debe ser un número tal que multiplicándose 
por si mismo, su producto €s a. 

Pero tal número está ya definido aritméticamente como la raíz 


cuadrada de a. Por ello, a? debe definirse como ,/a. Un sencillo 
ejemplo de esto puede ser: 


21? =/2= 1,414 


_Esto concuerda con el valor 1,4 hallado a partir de la gráfica 
(Fig. 15.1). El razonamiento anterior es claramente aplicable a todos 


AN 2.2.4 


JÁR'23 
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los demás casos, por lo que es posible inferir que, en gencral, 


siendo n cualquier entero positivo: 


an = :/a 


Búsqueda del significado de a?!?, 
Aplicando la primera regla de los exponentes: 
a? x a? x a?13 pa (213+2/3+ 2/3 pe a? 


De donde podemos deducir que: 
au? = 3 a? 


Aplicando este razonamiento de modo general, se puede deducir 
que sim y n son dos enteros positivos cualesquiera: 


qa = 2 fp 


Así, 


Los exponentes expresados decimalmente pueden ser transfor- 


mados a fracciones. Asi, 
qo.25s = al! = Ya 


15.7. Búsqueda del significado de a” 


Usando la segunda regla de los exponentes, y siendo 1 un número 


cualquiera, 


Como a” = q” = Í, entonces: 


ai=] 
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Esto confirma la conclusión alcanzada a partir de la gráfica 
en el apartado 15.3. Debe destacarse que a representa cualquier 
número finito. Por tanto, a? = 1, para cualquiera que sea el valor 
de a. 

Gráficamente, dibujadas las curvas de a”, para varios valores de 
a (como la de 2* en la Fig. 15.1), todas ellas pasarán por el 
punto del eje OY situado a distancia unidad del 0, 


15.8. Exponentes negativos 


Al considerar la curva 2* en la figura 15,1, se llegó a la con- 
clusión que la curva deberia prolongarse para valores negativos de x. 
Es preciso encontrar ahora qué significado algebraico puede tener 
un exponente negativo. 

Considérese a”?. Deben cumplirse las reglas de los exponentes. 
Por la primera de ellas, 


SS 
tl 
an i- 


Por tanto, decir a”? equivale a decir el recíproco de a. 
Mediante el mismo razonamiento: 


y, en general, 


+= gor 10] 
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Por lo cual, podemos establecer que: 


Ta 


1 


a 


Entonces, basándonos en ello, decimos que se define a”" como 
el reciproco de a”. 


Obsérvense los siguientes ejemplos: 


2 ; A 

2a”? == (el exponente negativo sólo afecta a a) 
a 

a 1?= e 
ya 

1 

— =q 

a” 1 


y, en general, 


1 
id 
a 


Como norma práctica cabe destacar que cuando una potencia 
de un número pasa del numerador de una fracción al denominador, 
O viceversa, el signo del exponente cambia. 

Si n es un número positivo, a” aumenta si n aumenta. Por ello, 
a” o 1/a” disminuye si n aumenta. 

En consecuencia, la curva 2* se acercará al eje x para valores 
negativos de x. 


Esto concuerda con el camino seguido por la curva en la figura 15.1. 


15.9. Notación normalizada de los números 


- Es útil emplear los exponentes en la llamada notación norma- 
lizada, también definida como notación cientifica, mediante la cual 
Se pueden expresar clara y concisamente ciertos números que son 
Muy grandes o muy pequeños. 
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El formato de la misma se puede observar en los ejemplos si. 

guientes: 
26 = 2,6 x 10' 
260 = 2,6 x 10? 
2.600 = 2,6 x 10? 
26.000 = 2,6 x 10* 
260.000 = 2,6 x 10* 
y asi, sucesivamente. 

Cuando se escribe un número en notación normalizada, sólo 
se mantiene un dígito como parte entera. junto con los decimales 
correspondientes (si los hubiera) multiplicado por una potencia de 
10 para hacerlo igual al número. Debe tenerse en cuenta que el ex- 
ponente de 10 es igual al número de cifras que siguen a la que 
se mantiene como parte entera del número. 

Así, al escribir 547.000.000 en notación normalizada, sólo se man- 
tiene el 5 como parte entera y a éste le siguen 8 cifras: 


547.000.000 = 5,47 x 10* 


En el caso de exponentes negativos se pueden expresar en no- 
tación normalizada los números menores que la unidad. Asi, 


026 =26-10 =26 x 10"' 
0,026 =2,6 -= 10? = 2,6 x 107”? 
0,0026 = 2,6 + 10? = 2,6 x 107? 
0,00026 = 2,6 + 10* = 2,6 x 10”*, etc. 
Debe observarse que la parte numérica del exponente es una 


unidad mayor que el número de ceros siguiendo al punto decimal en 
el número original. 


15.9.1. Operaciones con notación normalizada 


Las reglas de los exponentes deben cumplirse en estas operaciones. 


EJEMPLOS 
(1,2 x 10%) x (2,3 x 10%) =(1,2 x 2,3) x (10% x 103) =2,76 x 10” 
(4,8 x 10%) + (1,6 x 1073) =(4,8 + 1,6) x (108 + 1073)=3 x 10” 


el 


3. 


5, 
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EJERCICIOS 


Ejercicios de repaso de exponentes. Calcular los valores de las 
expresiones siguientes: 


2a* x 3a?. 

za x a 
4x4 x43 
yzxtyta 
ax gron, 
atra 

af + q, 

36a** + 124”. 
39232 

15a*b? - —3ab. 


12x?Py20 + 3xPyA, 


ax a. 


2x2? x23x2% 


3a73b* x 2a%b?, 


ati oL, 


x 
arbi ox ar+t ox proa, 


ar xa xa, 


5x* = 10x3, 
910. 34 
(-x?) + (-x?). 
a?” = gr, 
as? x a? 

a” 
a” so gu! 
gr+s ON gr? 
a b 
ba 
(33, 
(1?) 
(2a?b?y. 
(ary. 


230 Algebra 


37 (Y. 38. (3a?”y. 
39. yas, 40. ae 
41. ,.fx10 42. ./9aS. 
6 
43. Jah 44. > 
9% 
45. 4p5 46. ES) xn. 


(Nota.—Tomar, cuando sea preciso, en los siguientes ejemplos 
los valores /2 = 1,414, /3 = 1,72, y/5 = 2,236 y y/10 = 3,162, 


47. Especificar qué significado puede darse a las siguientes expre- 
siones numéricas: 


a 342 b) 8! o a'”. 
d) 90.5 e) 30.25 f) ae7s. 


48. Especificar qué significado puede darse a las siguientes expre- 
siones numéricas: 


ay 10%, by 422. o av, 
d) 1015 e) 925 f) 10125. 
49. Expresar, lo más simplificadamente posible, el significado de: 
a) 49, by 8%, ara. 
d) ar? e) ar? f) ao? 
50. Hallar el valor numérico de: 
a 413, bj 16925. y 
d) 100712. ey 10%, SH (1/99. 


51. Hallar el valor de 37?, 371, 39, 3!, 31:5, 32 y 32'5, Represen- 
tarlos y trazar la curva que los contiene. 


52. Hallar los valores de: 


a 22 1) E E E E A 
cy 10'? + 1032, dy ax ar, 
E) PIS 2, JS) ars ao, 


53, 


55. 


57. 
58. 


59, 


60. 
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Expresar, con exponentes positivos, el significado de: 


3 


l E 
41 3a7?, 212 E => 1073 


Escribir con exponentes positivos: 


a) 


d) 


ya, by xx, 


1 =l 
(173? e) (») . f) TES 


Hallar el valor de: 


a) 


d) 


823, Dr 257, c) 


Y e) $) 


qe 


Hallar el valor de: 


AOS 


d) 


36703, ey 4, 


(102)912, 


8112 


ce) 167%, 


1 2.5 
$) (5) , 


Hallar el valor de a* x a7? x al? si a=2. 


Escribe, lo más simplificadamente posible: 


a) a? xa!” by 10% x 107 '/?, 

c) a? => (—ay. d) —a?= (—a)?. 

e) xx" f xXx=x" 

Hallar el valor de: 

a axa. br axi. e) a xo. 
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Expresar, en notación normalizada, los resultados de las ope- 
Taciones siguientes: 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 


(2,2 x 10%) x (1,6 x 10%). 
(7,1 x 103) x (2,3 x 103). 
(4,62 x 105%) + (2,1 x 103). 
(7,4 x 10%) x (5 x 1071). 
(1,2 x 1073) x (2,1 x 1079). 
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16.1. Sistema de exponentes 


En el capítulo anterior hemos visto que es posible, a través 
de la gráfica de 2% y dentro de sus límites, expresar cualquier 
número como una potencia de 2. También obtuvimos la confirma- 
ción algebraica de esto. 

Para cada número del eje OY indicado en la gráfica, hay un 
exponente que le corresponde y que puede leerse en el eje OX. 
Estos constituyen un sistema de exponentes mediante el cual pue- 
den expresarse los números del eje OY como potencias de un nú- 
mero común de base, el 2. 

Análogamente, dibujando gráficas tales como 3*, 5% o 10%, hay 
números que pueden expresarse como potencias de 3, 5 o 10, o 
cualquier otro número base elegido para dibujar la gráfica. 

Asi, en todos los casos como los anteriores es posible formular 
un sistema de exponentes tales que, para cualquier número A, per- 
mita determinar qué potencia es de cualquier otro número B, que 
se denomina base del sistema. 

Esta posibilidad de expresar un número como potencia de cual- 
quier otro número, y, de este modo, la formación de un sistema 
de exponentes, tal como se expresó antes, conduce a resultados 
prácticos de gran importancia. Permite llevar a cabo, de forma 
fácil y precisa, cálculos que, de otra manera, hubieran sido laborio- 
sos o casi imposibles. La idea fundamental subyaciente a esto puede 
ilustrarse mediante una gráfica de potencias similar a la dibujada 
en la figura 15.1. Se dibujará con este fin la gráfica de y = 10% 
utilizando 10, por tanto, como la base del sistema. 


/ y 
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10 


O Xx 
0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 08 09 1 


Figura 16.1 


Sólo será posible tomar valores pequeños de x si se quiere que 
la curva sea útil, puesto que las potencias de 10 aumentan rápi- 
damente. Deben usarse las reglas de los exponentes, formuladas 
en el capitulo anterior, para obtener el valor de dichas potencias. 

A partir de la Aritmética, se sabe que 10 = 3,16 aproxima- 
damente, es decir, 10/2 = 3,16, Entonces: 
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10925 = 1014 = (1012)/2 = (3,16)? = 1,78 (por Aritmética) 
10975 = 1034 — 1012+ 1/4 = 1012 x 101% = 3,16 x 1,78 = 5,62 
100-125 En 10!/8 = (101/4)1/2 Ñ (1,78)? po 1,33 


De esta manera, puede componerse una tabla de valores, como 
la siguiente, para la curva: 


pe Jeep 
es Pe pe 


La curva resultante se muestra en la figura 16.1. Los siguientes 
ejemplos ilustran el uso que puede hacerse de estos cálculos. 


EJemPLO 1. Hallar el valor de 1,8 x 2,6 a partir de la gráfica. 
De la gráfica se obtiene: 


1,8 = 10926 
2,6 =! 10942 
Entonces, 
1,8 x 2,6 = 10%? x 10042 
= 10026+0.42 (primera regla de los exponentes) 


Ss 109.68 
= 4,6 a partir de la gráfica. 


EJEMPLO 2. Hallar J/9. 
A partir de la gráfica: 


9 = 1005 
Yo Ls 91/3 pa (109%98y115 pa 
= 10%32 (tercera regla de los exponentes) 
= 2, a partir de la gráfica. 


16.2. Sistema de logaritmos 


Lo anterior, aunque interesante como ilustración de los principios 
implicados, tiene poco valor para propósitos operativos, puesto qué 


os 


1 
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depende de los valores leidos de una curva que está necesaria- 
mente limitada en su tamaño y no tiene la suficiente precisión. 

Para fines prácticos, resulta obvio que son necesarias más tablas 
de los exponentes utilizados, que sean calculadas con un grado de 
precisión adecuado. Estas tablas han sido confeccionadas y están 
disponibles para estos usos. Para su confección se requiere un cono- 
cimiento de las matemáticas más avanzado que el que se pretende 
cen este libro. 

En estas tablas se utiliza el 10 como base. Dan los exponentes 
que indican, para todos los números contenidos en el ámbito de la 
tabla, las potencias que son de 10. 

Una tabla de estas características se denomina sistema de lo- 
garitmos, y el número 10, con respecto al cual se calculan los lo- 
garitmos, se denomina base del sistema. 

Un logaritmo en base 10, puede definirse de la manera siguiente: 

El logaritmo de un número en base 10 es el exponente de la po- 
tencia a la cual debe ser elevado 10 para generar el número. 


16.21. Notación de los logaritmos 


Podríamos preguntarnos por qué se utiliza otro término, poco 
familiar, como nombre para el exponente. A partir de lo siguiente 
se podrá ver una razón: 

Sea n un número positivo cualquiera. 

Sea x su exponente expresado en base 10. 

Entonces, n = 10*, 

Esto es realmente una fórmula. Si se hace preciso «cambiar el 
Sujeto de la fórmula» (véase el Ap. 6.5) y expresar x en términos 
de Otras variables, hay dificultades para hacerlo concisamente. Uti- 
lizando palabras, puede escribirse: 


x = Exponente de la potencia de valor n en base 10 


Como esto resulta incómodo, se utiliza la palabra «logaritmo», 
abreviada como «log» de la forma siguiente: 


x= log10n 


EXpresando el número que indica la base como se muestra. 


0 
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Si la base es el número e, se escribe x = log, n (véase el Ap. 16.7) 

De esta forma, x se expresa como una función de hn, así como 
en la expresión n = 10*, n se expresa como una función de x. 

El lector debe ser capaz de pasar con facilidad de una forma 
a la otra. 


EJEMPLOS 
1. En el apartado 16.1, se vio que 56,2 = 10*7S, 
Expresado como logaritmo es 1,75 = log1o 36,2. 


2. 1.024 = 2*% 
log, 1.024 = 10 

3. 1.000 = 10? 
log 10 1.000 = 3 

4. 8l = 3* 
log381 =4 


La base más adecuada de un sistema de logaritmos, para cálcu- 
los corrientes, es 10, pero en matemáticas más avanzadas se requiere 
una base diferente (véase el Ap. 16.10). 


16.2.2. Característica de un logaritmo 


Se denomina característica de un logaritmo a la parte entera del 
mismo. Cuando los logaritmos son calculados en base 10 se puede 
determinar siempre por inspección, como se verá a partir de las 
consideraciones siguientes. Puesto que: 


10% = 1, logro 1 =0 
10! = 10, logo 10 =1 
10? = 100, logip 100  =2 
103 = 1.000,  log;o 1.000 =3 
10* = 10.000, logo 10.000 = 4 


y así, sucesivamente. 
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De estos resultados se ve que, 


para números entre l y 10 la caracteristica es 0 
para números entre 10 y 100 la característica es 1 
para números entre 100 y 1.000 la característica es 2 
para números entre 1.000 y 10.000 la característica es 3 


y así, sucesivamente. 
Es evidente que la característica es siempre el número de digitos 
del número en cuestión menos 1. Así, en: 


log, 0 3.758,7 la característica es 3 
log10 375,87 la característica es 2 
log10 37,587 la característica es 1 


De este modo, siempre puede determinarse la característica por 
inspección y, en consecuencia, no figura en las tablas. Esta es una 
ventaja de tener 10 como base. 


16.23. Mantisa de un logaritmo 


Se denomina mantisa la parte decimal de un logaritmo. 

En general, usando matemáticas avanzadas, es posible calcular 
la mantisa con el número de cifras que se requiera. En la mayoria 
de las tablas, como las proporcionadas en este volumen, la mantisa 
esta calculada con cuatro cifras decimales aproximadamente. Existen 
diversos libros publicados, como Tablas de los logaritmos vulgares, 
de Vázquez Queipo, donde se obtienen siete decimales. 

En las tablas sólo se da la mantisa. El ejemplo siguiente mos- 
trará la razón de esto: 


log,o 168,3 = 2,2261 
168,3 = 10?2261 
168,3 + 10 = 102261 - ¡9! 


16,83 = 10?2261=1 (segunda regla de los exponentes) 
= 1012261 
log,, 16,83 = 1,2261 
Análogamente: 


log10 1,683 = 0,2261 y log,o 1.683 = 3,2261 


O 
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Así, si se multiplica o divide un número por una potencia de 10, 
cambia la caracteristica del logaritmo del resultado aunque, no obs- 
tante, la mantisa resulta inalterada. Esto puede expresarse de la 
manera siguiente: 

Los números con el mismo conjunto de cifras significativas tienen 
la misma mantisa en sus logaritmos. 


16.3. Cómo leer una tabla de logaritmos 


No deben existir dificultades para leer en una tabla de logaritmos 
usando las reglas anteriores relativas a la caracteristica y la man- 
tisa de los logaritmos. 

A continuación se ofrece la tabla que proporciona los logaritmos 
de los números entre 31 y 35. 


as [soer]sasa[ ass jara sao] 502 551 ]2[e]s]6]7] oo 


(mM 0 


En la tabla completa figuran en la columna 1 los números del 
1 al 99. El número correspondiente de la columna 2 es la mantisa 
del logaritmo. Como -se advirtió previamente, no se proporciona 
la característica, pero ésta puede deducirse por inspección. Asi, 
log10 31 = 1,4914, log ¡o 310 = 2,4914, etc. 

Si el número tiene una tercera cifra significativa, la mantisa fi- 


gurará en la columna apropiada del siguiente grupo de nueve Co” 
lumnas. Asi, 


log1o 31,1 = 1,4928 
log 10 31,2 = 1,4942 
y así, sucesivamente. 
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En el caso de que el número tuviera una cuarta cifra signifi- 
cativa, NO aparece la mantisa como tal por falta de espacio. Sin 
embargo. en las nueve columnas siguientes, las llamadas «diferen- 
cias medias» dan un número por cada cuarta cifra significativa 
que debe sumarse a la mantisa previamente hallada para las tres 
primeras cifras significativas. Así, si se desea hallar log10 31,67, la 
mantisa correspondiente a las tres primeras cifras significativas, 
316, es 0,4997. Para la cuarta cifra significativa, 7, se busca el nú- 
mero 10 en la columna de diferencias medias adecuada. Esto se 
añade a 0,4997, obteniéndose el valor 5007 para la mantisa. 


logro 31,67 = 1,5007 


Antilogaritmos 


Es bastante fácil disponer, en general, de una tabla de anti- 
logaritmos que contiene los números correspondientes a logaritmos 
dados. Estos pueden buscarse en una tabla de logaritmos, pero es 
más rápido y sencillo usar la de antilogaritmos, que se da al final 
de este libro. 

El uso de las tablas es similar al de la de los logaritmos, pero 
debe tenerse presente: 


l. Que en la tabla sólo se usa la mantisa del logaritmo. 


2. Una vez obtenidas las cifras significativas del número, ha de 
situarse en ellas el punto decimal usando las mismas reglas 
que se han considerado para la característica. 


EsemPLO. Hallar el número cuyo logaritmo es 2,3714. 

Usando la mantisa, 0,3714, en primer lugar, se llega, a través 
de la tabla de antilogaritmos, al número que le corresponde, el 
2352. Éstas son las cuatro primeras cifras significativas del nú- 
Mero buscado. 

Puesto que la característica es 2, el número debe estar entre 
y 1.000 (véase el Ap. 16.2.2) y, por tanto, debe tener tres cifras 
ificativas en su parte entera. Por tanto, el número es 235,2. 

Nota.— Puesto que las tablas de logaritmos usadas normalmente 
de el principiante están todas calculadas en base 10, en adelante 

Mitirá la base al escribir logaritmos. Así, se escribirá log 235,2 = 
= 2,3714, dándose por supuesto que la base es 10. 


100 
sign 


A 
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16.4. Reglas para el uso de logaritmos 


El uso de los logaritmos debe guiarse por las leyes que rigen 
las operaciones entre ellos. Puesto que los logaritmos son exponentes, 
estas leyes serán las mismas que las reglas de los exponentes. A 
continuación se dan las reglas de los logaritmos omitiéndose prue- 
bas formales de las mismas. Las pruebas se deducen directamente 
de las correspondientes reglas de los exponentes. 


a) Logaritmo de un producto 


El logaritmo de un producto de dos o más números es igual a 
la suma de los logaritmos de estos números (véase la primera re- 
gla de los exponentes). Asi, si p y q son números cualesquiera: 


log (p x q) = log p + log q 


b) Logaritmo de un cociente 


El logaritmo de p dividido por q es igual al logaritmo de p 
menos el logaritmo de q (véase la segunda regla de los exponentes). 
Asi, 


log (p + q) = log p — log q 
c) Logaritmo de una potencia 


El logaritmo de la potencia de un número es igual al logaritmo 
del número multiplicado por el exponente de la potencia (véase la 
tercera regla de los exponentes). Asi, 


log a” = nloga 


d) Logaritmo de una raiz 


Esto es un caso especial del anterior. Asi, 


1 
log /a = log a!” = , Joga 


Logaritmos 
EJEMPLO 1. Hallar el valor de 57,86 x 4,385. 
Sea 
x = 57,86 x 4,385 
Entonces, 
log x = log 57,86 + log 4,385 = Núm. log 
= 1,7624 + 0,6420 = 57,86 1,7624 
= 2,4044 = 4,385 0,6420 
= log 253,7 253,7 2,4044 
De donde, 


x = 253,7 
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Notas.—1. Debemos recordar que los logaritmos de las tablas 


se dan sólo con cuatro cifras significativas. En consecuencia, no se 
puede estar seguro de tener cuatro cifras correctas en la respuesta. 
Seria más correcto dar la respuesta anterior como 254, correcta hasta 
tres cifras significativas. 


2. El estudiante debe tratar de adoptar alguna forma sistemá- 


EJEMPLO 2. Hallar el valor de (5,672 x 18,94)/1,758. 
Sea: 


_ 5,672 x 18,94 


tica de disponer las operaciones reales con logaritmos. En el ejem- 
plo anterior se muestra un método para esto. 


1,758 
Entonces, 
log x = log 5,672 + log 18,94 — log 1,758 = Núm. log 

= 0,7538 + 1,2774 — 0,2450 = 5,672 0,7538 

= 1.7862 = 18,94 1,2774 

= log 61,12 2.0312 

1,758 0,2450 

61,12 1,7862 
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De donde, 


x=61,112 o x=6l,] (hasta tres cifras significativas) 


EJEMPLO 3. Hallar la raiz quinta de 721,8. 


Sea: 

x = 3/721,8 = (721,8)'3 
Entonces, 

1 

log x = 5108 721,8 (véase el Ap. 16.4d) 
1 
= 5 (28584) = 0,5717 

De donde, 


x = 3730 


16.5. Logaritmos de números entre O y 1 


En el apartado 16.2.2 se dieron ejemplos de potencias de 10 con 
exponentes enteros positivos. Se considerarán a continuación los ca- 
sos en que los exponentes sean negativos. Así, 


10! = 10 3 logro 10 = 1 

10% = 1 > logo 1 = 0 
1 

107%.= > 0,1 , logi00,1.  =—1 
1 

107? NN 1n2 = 0,01 , logro 0,01 = -2 


10 
1 


1073 = 07 0,001 , log,0o0,001 = —3 


De estos resultados se puede deducir que: 


Los logaritmos de números entre O y 1 siempre son negativos. 
Se ha visto (Ap. 16.2.3) que si un número se divide por 10, se 


TAO 
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obtiene el logaritmo del resultado restando 1 al logaritmo del nú- 
mero. Ási, si 


log 49.8 = 1,6972 
log 498  =0,6972 
log 0,498  = 0,6972 — 1 
log 0,0498 = 0,6972 — 2 
log 0,00498 = 0,6972 — 3 


De lo anterior, 


log 0,498 = 0,6972 — 1 = —0,3028 


La mantisa permanece invariable en los logaritmos de los nú- 
meros mayores que la unidad cuando se multiplican o dividen 
estos últimos por potencias de 10, es decir, con las mismas cifras 
significativas se obtiene la misma mantisa. 

Claramente seria de gran ventaja encontrar un sistema que per- 
mitiera seguir usando esta regla para números menores que la uni- 
dad y evitara, por ejemplo, el tener que escribir: 


log0,498 como  —0,3028 


Esto puede lograrse sin efectuar la sustracción, como se muestra 
arriba, y escribiendo la característica como número negativo. Sin 
embargo, resulta moJesto escribir log 0,498 como 0,6972 — 1; con- 
secuentemente, se adopta la notación 1,6972, escribiendo el signo 
menos sobre la característica. 

Es muy importante recordar que: 


1,6972 = —1 + 0,6972 


En logaritmos escritos de esta manera la característica es nega- 
tiva y la mantisa es positiva. 
Usando esta notación: 


log 0,0498  = 2,6972 
log 0,00498 = 3,6972 
log 0,000498 = 4,6972, etc. 
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Nota.—Debe observarse que la caracteristica negativa es numé. 
ricamente uno más que el número de ceros después del punto 
decimal. 


EJEMPLO 1. Á partir de las tablas, encontrar los logaritmos 
de 0,3185, 0,03185 y 0,003185. 


Usando la tabla del apartado 16.3 se obtiene la mantisa de 
0,3185. Es 0,5031. 
La característica es — 1. Por tanto, 


log 0,3185 = 1,5031 
Análogamente, 


log0,03185 = 2,5031 y log0,003185 = 3,5031 


EJEMPLO 2. Hallar el número cuyo logaritmo es 3,5416. 

De la tabla de antilogaritmos se obtiene que las cifras significa- 
tivas del número cuya mantisa es 5416 son 3480. Como la carac- 
terística es —3, habrá dos ceros después del punto decimal. En- 
tonces, el número es 0,003480 (correcto hasta 4 cifras significativas). 


16.6. Operaciones con logaritmos de valor 
negativo 


Es necesario tener cuidado al operar con los logaritmos de los 
números situados entre O y 1, puesto que son negativos y, como 


se ha mostrado antes, se escriben con la característica negativa y 
la mantisa positiva. 


Unos pocos ejemplos mostrarán el método de trabajo. 


EJEMPLO 1. Hallar la suma de los logaritmos: 


1,6173 , 2,3415 , 1,6493 , 0,7374 
Disponiéndolos asi, 
1,6173 
2,3415 
1,6493 
0,7374 
2,3455 


a, ii 
a y 
2 l 1 3 
A F 
Ñ ” » == 
== - 
' a —< 
m , 
a y NM m9 
ñ S 
AA 1 
% e [ o 
sl Ml 
4 


io 


a 


> ES 


Mi A Mbs 


- OB n_n cd 1 
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Debe tenerse en cuenta que el 2 que se lleva de la suma de 
las mantisas es positivo, puesto que son positivas. En consecuencia, 
la suma de las caracteristicas resulta: 


-1-2-1+0+2=-2 
EJEMPLO 2. Restar el logaritmo 3,8463 del logaritmo 1,6175. 


1,6175 
3,8463 
1,7712 


Aquí se «toma prestado» para restar 8 a 6, el —1 del minuendo 
se hace pues —2. En consecuencia, en la resta de las caracterís- 
ticas se tiene: 


-2-(-3)=-2+3=+1 


EJEMPLO 3. Multiplicar 1,8738 por 1,3. 
En un caso como éste es mejor multiplicar separadamente la 
característica y la mantisa y sumar después ambos resultados. Así, 


0,8738 x 1,3 = 1,135 94 
-1 x 1,3 = —1,3 


—1,3 es totalmente negativo, puede cambiarse a 2,7 para hacer 
la mantisa positiva. 


Entonces, el producto es la suma de: 


1,135 94 
2,7 


183594 o 1,8359 


EJEMPLO 4. Dividir 5,3716 por 3. 
Aquí la dificultad está en dividir 5 por 3, hay un resto, 2, que 


e : ; e 4 
$ negativo y no puede llevarse a la mantisa positiva. Para evitar 
a dificultad se puede escribir: 


-5=-6+1 


O 
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y el logaritmo: 
—6 + 1,3716 


Entonces, la división de —6 de —2 y la división de la parte 
positiva, 1,3716, da 0,4572, que es positiva. De esta manera, el co- 


ciente completo es 2,4572. Las Operaciones realizadas pueden ex- 
presarse como: 


6 + 1,3716 [3 
2 + 0,4572 = 


= 2,4572 


16.7. Cambio de base de un sistema 
de logaritmos 


Aunque para el cálculo normalmente se usan los logaritmos 
calculados en base 10, en matemáticas más avanzadas, asi como 
en ingeniería, los logaritmos a los que se llega de manera natural 
son los calculados en la base cuyo valor viene dado por la serie: 


11 1 
= + — + —— + ———— +-- hasta infinito 
o paa AA 


El valor de esta serie se denomina número e. Su valor puede 
calcularse con el grado de precisión que se requiere con sólo tomar 
un número suficiente de términos. Tomando cinco cifras decimales, 
e = 2,718 28. 

Los logaritmos, calculados en esta base se denominan logaritmos 
neperianos, debido a su descubridor, Lord Neper en 1614. Tam- 
bién se les conoce como logaritmos naturales O logaritmos hiper- 
bólicos. 

Si el lector sólo dispone de tablas de logaritmos en base 10, 
puede necesitar usar los logaritmos de números en base e, debe 
saber, por tanto, cómo calcularlos. 

La relación entre los logaritmos de números en diferentes bases 
se halla de la manera siguiente: 

Sea n un número cualquiera y sean a y b dos bases. 
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Supóngase que los logaritmos en base b son conocidos, y es 
ciso hallarlos en base a. Sea: 


pre 
logyn = y de donde n= b” 
Entonces, 
log, n = log, (b”) = ylog,b (Ap. 16.5, regla 3) 
Por tanto, 


log, n = log, n x log, b 


Así, sabiendo el logaritmo de un número en base b, se halla 
su logaritmo en base a, multiplicándolo, cualquiera que sea el nú- 


mero, por log, b. 
En el caso anterior, sea b = 10 y a = e. Entonces, 


logo n Xx log, 10 


log, n 
En esta ecuación sea n = e. Entonces, 


log, e = log1o e X log. 10 
pero 
log.e = 1 
por lo que: 


logo e x log. 10 = 1 
1 


logo € 


log. 10 


Por ello, la expresión anterior 


log, n = logo n x log, 10 


Puede escribirse: 


log, n = logion X 
log ¡o e 
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De este modo, los dos logaritmos del miembro derecho están 
expresados en base 10. Operando, 


logo e = 0,4343 y log, 10 = = 2,3026 


1 
0,4343 

De donde, para cambiar de base 10 a base e, puede utilizarse 
una de las siguientes expresiones: 


log. 1 = log¡on x 2,3026 (1) 
o 
log, 1 = log¡o n + 0,4343 (a 
EJEMPLO. Hallar el log, 50. 
Usando: 
log, 50 = log¡o 50 x 2,3026 
tenemos: 


log. 50 = 1,6990 x 2,3026 


Evaluando el miembro derecho, por medio del uso de logaritmos, 
se obtiene: 


log, 50 = 3913 


Resumen de las leyes relativas a los logaritmos, y algunas afir- 
maciones cuya veracidad resulta obvia. 

1. El logaritmo de la misma base siempre es 1. 

2. El logaritmo de 1 siempre es cero, para cualquier base. 


3. Los logaritmos de todos los números menores que la unidad 
son negativos. 


4. El logaritmo de un número es igual al logaritmo de su re- 
ciproco cambiado de signo. Asi, 


1 
log, n = —log, — 
n 
log, (x x y) = log, x + log, y 


log, (x + y) = log, x — log, y 
log,x” = nlog, x 


pp Au 


1 
log, 5/x = y 198a X 
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EJERCICIOS 


1. Escribir las características de los logaritmos de los siguientes 
números: 
15 , 1500 , 31.672 , 597 , 8 , 800.000 , 
51,63 , 3.8745 , 2615 , 325,4 


2. Hallar, en las tablas, los logaritmos de los siguientes números: 
a) 5, 50, 500, 50.000. b) 4,7, 470, 47.000. 
c) 52,8, 5,28, 528. d) 947,8, 9,478, 94.780. 
e) 5,738, 96,42, 6.972. 
3, Hallar, en las tablas, los números cuyos logaritmos son los 
siguientes: 
a) 2,65, 4,65, 1,65. b) 1,943, 3,943, 0,943. 
c) 0,6734, 2,6734, 5,6734. d) 3,4196, 0,7184, 2,0568. 


Utilizar logaritmos para hallar los valores de las siguientes 
expresiones: 


4. 234 x 14,73. 5. 4397 x 6,284. 
6. 987,4 x 1,1415. 7. 42,7 x 9,746 x 14,36. 
8. 28,63 + 11,95. 9. 43,97 + 6,284. 
10. 23,44 + 14,73. 11. 9278 = 4,165. 
4 
12. 94,76 x 4,195 + 27.94, 1 ESAS 
5,632 x 21,85 
14. (9,478). 15. (51,47). 
16. (1,257), 17. (15,23)? x 3,142. 
1 2 
18. (5,98)? + 16,47. 19, UE... 
4,73 x 16,92 
(8,97)? x (1,059) 4.798 

20. dl E oz 2. == 333 

51,17 (56,2)? = (9,814)? 
2 1341. 23. 3/4,872. 


SBS 
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24. 3/1,6252 x 4,738. 25. 3/61,5 x 2,73. 
26. Si nr? = 78,6, encontrar r cuando rn = 3,142. 
27. Si (4/3)nr?* = 15,5, encontrar r cuando x = 3,142. 


28. Escribir los logaritmos de: 
a) 2,798, 0,2798, 0,027 98. 
b) 4,264, 0,4264, 0,004 264. 
c) 0,009783, 0,000 978 3, 0,9783. 
d) 0,06451, 0,6451, 0,0006451. 


29. Escribir los logaritmos de: 


a) 0,05986. d) 0,0009275. 
b) 0,000473. e) 0,5673. 
c) 0,007963. f) 007986. 
30. Hallar los números cuyo logaritmo es: 
a) 1,3342. b) 3,8724. c) 2,4871. 
d) 4,6437. e) 1,7738. Sf) 8,3948. 


31. Sumar los siguientes logaritmos: 
a) 2,5178 + 1,9438 + 0,6138 + 5,5283. 
b) 3.2165 + 3,5189 + 1,3297 + 2,6475. 


32. Hallar los valores de: 


a) 4,2183 — 5,6257. b) 0,3987 — 1,5724. 
c) 1,6472 — 1,9875. d) 2,1085 — 5,6271. 
33. Hallar los valores de: 
a) 1,8732 x 2. b) 2,9456 x 3. 
c) 1,5782 x 5. d) 1,5782 x 1,5. 
e) 2,9947 x 0,8. $) 2,7165 x 2,5. 
34. Hallar los valores de: 
a) 3,9778 x 0,65. b) 2,8947 x 0,84. 
c) 1,6257 x 0,6. d) 2,1342 x —0,. 


e) 1,3164 x —1,5. f) 1,2976 x —0,8. 


A 
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35, Hallar los valores de: 


a) 114798 = 2. b) 2,5637 + 5. 

a 43178 = 3. d) 3,1195 > 2. 

e) 1,6173 > 1,4. f) 2,3178 = 0,8. 

Ejercicios variados para empleo de logaritmos. 

36. 15,62 x 0,987. 37. 0,4732 x 0,694, 
38. 0,513 x 0,0298. 39. 75,94 x 0,0916 x 0,8194. 
40. 9,463 + 15,47. 41. 0,9635 + 29,74. 
42. 27,91 = 569,4. 43. 0,0917 + 0,5732. 
44. 5,672 x 14,83 + 0,9873. 45. (0,9173). 
46. (0,4967). 47. 1715. 
48. ¿/647,2 = (3,715). 49. (1/2)1(48,62)(1/3). 
50. eS SI. (1,697)?*. 
52 (19,72). 53. (0,478)*". 
54. (5,684) 1-12, 55. (0,5173) 3*, 
56. /0,01697. 57. (0,1478)? + 0,6982. 


58. 2/0/8172 + 2/0/7658. 


59, Calcular 9,74? — 5,66?. (Advertencia.—Esto debe factorizarse 
Primero y convertirse en un producto.) 


60. Calcular: 
9,32 x 0,761 


18,2 
647,3 x 3,2 
3,142 x 10,78 


(3,62)? + (5,47)? + (6,91)? 


61, Calcular: 


62, Calcular: 
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63. Hallar el valor de nr? cuando nx = 3,142 y r = 16,89. 

64. Hallar el valor de (4/3)nr? cuando n = 3,142 y r =2,. 

65. Si V = pv!*?, hallar V cuando v = 6,032 y p = 29,12. 

66. Si 3* = 24, hallar x. 

67. Si R” = 1,8575, hallar R cuando n = 18. 

68. Si | = gt?/n?, hallar | cuando g = 9,81, 1 = 2, n = 3,142. 

69. A partir de la fórmula: 
NE 

hallar V cuando g = 9,8, h = 0,627, L = 175, D = 0,27, 


70. Si t=2x./l/g, hallar g cuando | = 159 mm, 1 =0,8 seg y 
n = 3,142, 


71. Sin usar las tablas, hallar los valores de: 

a) log 27 = log 3. b) (log 16 — log 2) = log 2. 

72. Sir = PR” hallar n cuando P = 200, R = 1,05, n = 20. 

73. Hallar el radio de una esfera cuyo volumen es 500 mm! 
(V = (4/3)ar?). 

74. Hallar los valores de: 

a) log, 4,6. bj log, 0,062. 


75. La resistencia de aislamiento, R, de un alambre de longitud |, 


está dada por: 

0,42s d> 
= x lO e 
l di 


Hallar | cuando s = 2.000, R = 0,44, d, =0,3, d, = 0,16. 


76. En un cálculo de la humedad del vapor se usó la siguientt 
fórmula: 


R 


ql _ quit; T 
T T, T 
Hallar q cuando L, = 850, L= 1.000, T, =780, T =650 Y 


q=1. 


+ log. 


e, 


Razón y proporción... 


17.1. Significado de una razón 


Hay dos formas de comparar las magnitudes de dos números: 


1. Por diferencia. Esta operación muestra en cuánto es un 
número mayor o menor que el otro. Si se representan los 
números como a y b, la comparación se expresa como a — b. 

2. Por división. Mediante ésta se conoce qué múltiplo o qué 
parte o partes es un número del otro, 


A ésta última se la denomina razón de los dos números y 
puede expresarse como a = b, a/b, o, también, de la forma especial 
a:b. De todas ellas, la forma de fracción es la más adecuada para 
la manipulación. 


17.2. Razón de dos cantidades 


| La magnitud de dos cantidades del mismo tipo, como pueden 
ser dos longitudes, pesos, cantidades de dinero, etc., puede compa- 
farse usando su razón. Para hacer esto las medidas de las dos 
Cantidades deben expresarse numéricamente en términos de la mis- 
Ma unidad. La razón de estos dos númros expresa la razón de las 
Antidades, 


A Así, la razón de dos distancias que valgan, respectivamente, 
Metros y b metros sería a/b o a:b. 


E 
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La razón no se veria alterada si se expresaran estas cantidades 
en otras unidades. 

Asi, la razón de 3 horas a 2 horas es la misma que la razón 
de 9 metros a 6 metros o de 108” a 72”. 

Resulta obvio que, puesto que una razón puede expresarse me. 
diante una fracción, puede ser manipulada de la misma forma que 
las fracciones. Así, 

a a x m a a=m 


b bxm z 


b b=m 
Una razón es siempre un número, bien sea entero, fraccionario 


o decimal, y no está expresada en términos de ninguna unidad 
concreta. 


17.3. Proporción 


Si cuatro números a, b, c, d están relacionados de tal forma que 
las razones a/b y c/d son iguales, se dice que los números están en la 
misma proporción. 

De la definición de razón se deduce que a y b deben ser dos 
cantidades homogéneas, mientras que c y d deben representar tam- 
bién dos cantidades del mismo tipo, que no coincidirá necesaria- 
mente con el de las dos primeras. 

Así, a y b podrían representar las medidas de dos pesos, mientras 
que b y c podrían representar las medidas de dos costes. 


Proporción continua. 


Si una serie de números a, b, c, d, ... es tal que: 


entonces se dice que estos números están en proporción continua. 
Asi, en la serie numérica 2, 6, 18, 54, ... las razones: 


son todas iguales. Se dice que los números están en proporción 
continua. 


Al 


¿de A 


A 


e 


a. NA 
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Media proporcional. 


Si a, b, c son números tales que: 


bse denomina media proporcional entre a y c. Entonces: 


b=ac y b=./ac 


De esta manera se puede encontrar la media proporcional entre 
cualquier par de números. 


17.4. Teoremas de la razón y la proporción 


Deben observarse los siguientes teoremas: 


l. Sea 
a Cc 
bd 
Entonces, 
a € 
pe bd ES bd 
De donde, 
ad = bc 
2. Sea 
a c 
bd 


Entonces, por la definición de razón: 


1 
, e (alternando) 
a € 
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3. Sea 
a _ Cc 
bd 
Entonces, 
ad = bc (teorema 1) 
De ahi, 
ad E be 
cd cd 
Por tanto, 
a bo... 
- =- (invirtiendo) 
ce d 
4. Sea 
a _ Cc 
bd 
Entonces, 
a E Cc +1 
b =d 
De donde, 
a+b_c+ 
bd 
5. Sea 
a e Cc 
bd 
Entonces, 


(componiendo) 
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De donde, 
-b pe 
A (dividiendo) 
b 
6. Dividiendo (4) entre (5): 
a+b_c+d 
a=b c-d 


Esto se denomina «componiendo y dividiendo». 


Ejemplo geométrico. 

El siguiente ejemplo, realizado a partir de la Geometría es de 
gran importancia. No obstante, para su demostración y para pro- 
fundizar en el tratamiento geométrico de la razón y la proporción 
habrá que recurrir a algún libro de Geometría. 

Triángulo semejantes. Los triángulos con ángulos correspon- 
dientes iguales se denominan semejantes. En tales triángulos las 
razones de los lados correspondientes son iguales. 

En la figura 17.1 los triángulos ABC, A'B'C' son semejantes, 
es decir, A= A”, B= B', C=C-. Los lados correspondientes son 
aquellos opuestos a los ángulos iguales. 


Á 


B C B' C 
Figura 17.1 


Denominando como a, b,c, a”, b', c' a las longitudes de los 


:S OS Opuestos a los ángulos, se verifica, por el teorema expresado 
ntes: 
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Se deduce del teorema (3) anterior: 


es decir, las razones de las parejas de lados adyacentes a ángulos 
iguales son iguales. Cada pareja de razones iguales proporciona un 
conjunto de números en proporción. 


17.5. ¡Razones constantes 
Sea AOB un ángulo cualquiera (Fig. 17.2). 


Tómense los puntos P, Q, R, sobre el lado OA y dibújense los 
segmentos PK, QL, RM perpendiculares al otro lado. 


Á 
R 
Q 
Pp 
O 
K L M ss 
Figura 17.2 


Entonces, los triángulos OPK, OQL, ORM son equiangulares Y 
semejantes, por lo que por el teorema visto en el apartado anterior: 


OK OL OM 


Claramente puede tomarse cualquier número de puntos tales 
como P, Q, R, y la razón de todos los pares de lados como la 
anterior es la misma. Se puede decir, por tanto, que para el ángu" 
lo AOB, todas las razones como las anteriores tienen valor constante: 


coo. 
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En Trigonometría a esta razón constante se la denomina tan- 
gente del ángulo AOB. Escrito abreviadamente como tg, esto es, 


Para cualquier otro ángulo se verifica un resultado semejante, 
por lo que podemos establecer que cada ángulo tiene su propia 
tangente o razón constante, mediante la cual puede identificarse. 

Si volvemos al apartado 9.4 veremos que el gradiente de una 
línea recta, representado como m, es la tangente del ángulo formado 
por la recta y el eje OX. 

En la figura 9.6, -por ejemplo, la razón PQO/OQ es constante 
para todos los puntos de la línea, y es la tangente del ángulo POQ. 

En la ecuación general, y =mx + b, m representa la tangente 
del ángulo formado con el eje OX. 


Ejemplos de razones iguales. 
_ Frecuentemente aparecen en matemáticas ejemplos de razones 
iguales, y el teorema siguiente, de formas diferentes, puede resultar 
útil. 

Sean a/b = c/d = e/f razones iguales (puede haber cualquier nú- 
Mero de ellas). Sea k su valor común. Entonces, 


a c e 
a 
De donde, 
a = bk 
Cc = dk 
e =fk 


Estos resultados hacen posible varias manipulaciones. Por ejem- 
O, por adición: 


a+c+e=bk+dk +$k = kb + d +5) 


— 
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De donde, 


ER 
bBd+f 


y es, por tanto, igual a cada una de las razones originales. Esto 
puede variarse de múltiples maneras. 
Por ejemplo, multiplicando las ecuaciones anteriores: 


2a = 2bk 
3c = 3dk 
Te = Tk 


sumándolas: 
2a + 3c — Te = 2bk + 3dk — Tfk = k(2b + 3d — 7f) 


Por tanto, 
2a + 3c — Te 
DE = k = cada una de las razones originales 


EJERCICIOS 


l. Escribir las siguientes razones: 
a) a pesetas y b céntimos. 
b) p horas y q minutos r segundos. 


2. Escribir la razón entre «un km por hora» y «un metro pol 
segundo». 


3. Si la razón a:b es igual a la razón 5:8, hallar los valores n'" 
méricos de las siguientes razones: 
a) 1/a:1/b. b) a?:b?. c) 2a:3b. 
4. a) Dos números están en la razón de 4:5. Si el primero es 
28, ¿cuál es el segundo? 


b) Dos números están en la razón de a:b. Si el primero € 
¿cuál es el segundo? 


sx 
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c) Dos números están en la razón de 1:x. Si el segundo es a, 
¿cuál es el primero? 


5. Si la razón a/(b + c) es igual a la razón c/x, hallar x. 


6. Se divide un rectángulo de área A mm? en dos partes en la 
razón p:q. Hallar expresiones para estas áreas. 


7. Se divide una pieza de metal de a kg de masa en dos partes 
en la razón p:q. ¿Cuáles son las masas de las partes? 


8. Si 1/a, 1/b, 1/c, 1/x son cuatro números en proporción, hallar x. 


9. ¿Qué número debe añadirse a cada término de la razón 11:15, 
para que se convierta en la razón 7:8? 


10. Hallar la media proporcional entre: 
a) ab y be. b) 8a? y 2b?. c) a(a + b) y bía + b). 


11. ¿Qué número añadido a cada uno de los números 2, 5, 8, 13 
dará cuatro números en proporción? 


12. Si a/b = 5/2, hallar el valor de (a + bla — b). 

13, Hallar la razón de a/b cuando: 
a) 3a =7b. b) 3/a =7/b. c) 16a? = 25b?. 

14. a) ¿Cuál es el resultado de 270 modificado en la relación $5:3? 
b) ¿Cuál es el resultado de modificar a/b en la relación 6:5? 
c) ¿Cuál es el resultado de modificar 4/3 en la relación a:b? 


IS. Sia, x, y, b están en proporción continua, hallar x e y en 
función de a y b. 


Variación 


18.1. Variación directa 


En el capítulo 13 hemos visto ejemplos de una cantidad va- 
riable cuyo valor depende del de otra variable, denominándose a 
aquélla función de ésta. Esta variación puede ser de muy diferentes 
formas; en este capitulo se examinará una de las más importantes. 
Se comenzará con un ejemplo muy sencillo. 

Si un hombre recibe un cierto salario por cada hora de trabajo, 
la cantidad total que gana a lo largo de un periodo cualquiera 
depende del número de horas que trabaja. Si él duplica el número 
de horas de trabajo, sus ganancias se duplicarán. En general, la razón 
de las cantidades que gana en dos periodos cualesquiera es igual 
a la razón del número de horas trabajadas en cada periodo. 

Si T, y T, representan el número de horas trabajadas en dos 
periodos y si W, y W, representa la cantidad de dinero ganado en 
ellos, entonces: 


Estas cuatro cantidades están en proporción (Ap. 17.3). 

Luego, cuando la relación entre las dos cantidades puede expre- 
sarse de esta forma, se dice que: el sueldo es proporcional al tiemp0 
trabajado o el sueldo varía directamente con el tiempo. 

El sueldo es una función del tiempo, y se usan las palabras 
«proporcional a» o «varía directamente con» para definir la relación 


A 
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funcional exacta que existe entre las dos cantidades. La variación 
directa puede definirse como sigue: 

Si dos cantidades X e Y están relacionadas de tal manera que 
Y,/X, = Y¿/X 2, donde X, y X, son dos valores cualesquiera de X, 
e Y, e Y, son los valores correspondientes de Y, entonces se dice 
que Yes proporcional a X, o que Y varía directamente con X. 

Para descubrir si una cantidad varía directamente con otra o no, 
se puede aplicar esta sencilla prueba: 

Si una cantidad se duplica, ¿se duplica también la otra? O, con 
mayor precisión, si una cantidad se modifica en una determinada 
razón, ¿se ve también modificada la otra en la misma razón? 

Se utiliza el signo oc para denotar la variación directa. Luego 
en el caso anterior se podria escribir Yoc X. 


Ejemplos de variación directa 


Il. La distancia recorrida por un coche moviéndose con veloci- 
dad uniforme varía directamente con el tiempo. 


2. La masa de una cantidad de agua es proporcional a su 
volumen. 


3. La longitud de la circunferencia de un círculo varía direc- 
tamente con el diámetro. 


4. La resistencia eléctrica de un alambre varía directamente 
con su longitud. 


18.2. La constante de variación 


Si y « x, entonces y = kx, donde k es una constante. 

En el apartado 17.5 se representaba como k el valor común 
€ un conjunto de razones iguales, k es un número constante para 
€Sas razones. 
Se ha visto que cuando una cantidad varía directamente con otra, 
azón de las parejas de valores correspondientes de las variables 
Constante. En consecuencia, al igual que en el apartado 17.5, 
Se acostumbra a representar esta constante como k, y, a través de 


e .. 
an puede expresarse como una fórmula la relación entre las can- 
ades, 


la Tr 
€s 


BERNA 


264 Algebra 


En el ejemplo (1) del apartado anterior se afirmaba que para 
un cuerpo moviéndose con velocidad uniforme, la distancia recorrida 
varía directamente con el tiempo. 

Sea s la distancia recorrida. 

Sea t el tiempo correspondiente. 

Entonces, puesto que s varía directamente con £, cualquier razón 
entre valores correspondientes de s y £, es constante. 

Sea k esta constante. Entonces, por definición: 


2 
== k 
í 


por lo que: 


s =kt 


La ley que relaciona s y £ tiene esta forma; sin embargo, esto 
no es de mucha utilidad hasta que se conozca el valor de k para 
este caso particular. 

Para conocerlo, debe saberse un par de valores corresponientes 
de s y t. Por tanto, si se dice que el coche avanza 40 m en 
2,5 seg, entonces se obtiene, sustituyendo los valores de s y t: 


40=kx2,5 
k=40 = 2,5 = 16 


Por tanto, la ley que relaciona s y t para esta velocidad con- 
creta es: 


s = 16t. 


18.3. ¡Representación gráfica 


Si x e y representan dos variables tales que y X x, entonces, 
como hemos visto en el apartado anterior, y = kx. 

Esta ecuación tiene la misma forma que y = mx, cuya gráfica 
se vio en el apartado 9.5, que es una linea recta que pasa por € 
origen, siendo m el gradiente de la recta. Por ello, podemos est?” 
blecer que y = kx representa una linea recta de gradiente igual 4 k 


A 
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En consecuencia, la representación gráfica de la variación de 
dos cantidades, en las que una varía directamente con la otra es 
una línea recta que pasa por el origen. 


18.4. Ley que relaciona dos variables 


El ingeniero y el científico a menudo necesitan saber la ley que 
relaciona dos variables, cuyos valores correspondintes han sido ha- 
llados mediante experimentos. La ley puede tener muchas formas, 
pero, en algunos casos, puede haber razones para suponer que una 
de las cantidades varía directamente con la otra, es decir, la ley 
puede ser de la forma y = kx. 


Partiendo de los resultados del experimento se puede proceder 
a determinar: 


l. ¿Es la ley de variación directa? 
2. Si lo es, y es de la forma y = kx, debe hallarse el valor de k. 


Para determinar (1) se representan los resultados. Entonces: 


a) Si la gráfica es una linea recta, la ley es del tipo de variación 
directa. 


b)_ Si la recta pasa por el origen, la ecuación de la forma y = kx. 


Entonces, debe determinarse k. 

Gráficamente, k puede hallarse como en el apartado 17.5, encon- 
trando la tangente del ángulo formado con el eje OX. 

Algebraicamente, como se vio en el apartado 18.2, se escoge un 
Par de valores correspondientes de x e y. Estos se sustituyen en 
Y = kx, y k se determina de esta manera. 


A EJEMPLO. Se estira un muelle espiral colgando varias pesas 
e él. 


Se observó el valor de la extensión del muelle para cada pesa y 
Se tabuló de la manera siguiente: 
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A partir de estos resultados, se descubre la ley que relaciona e] 
peso colgado y la extensión del muelle. 

La gráfica donde se representan estos resultados es la de la fi. 
gura 18.1. Es una linea recta que pasa por el origen, aunque uno 
de los puntos, el que corresponde a un peso de 0,3 N, está situado 
ligeramente fuera de la línea. Esto es de esperar con resultados 
experimentales. 


0.87 y 
0,7 
0.6 
0,5 


0,4 


Valores de E 


0,3 
0,2 


x 
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
Valores de C 
Figura 18.1 


Por ello, como hemos visto anteriormente, la ley que relaciona 
el peso y la extensión es de variación directa, es decir, la extensión 
varía directamente con la carga. 

Sea E la extensión y C la carga. Entonces, 


EXC y E=kC 
Para hallar k se elige una pareja de valores, por ejemplo, el 
punto P, donde: 
E=075 y C=0,5 
Sustituyéndolos: 
0,75 =k x 0,5 


de donde 
k=1,5 
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por lo que la ley es 


E = 1,5SC 


18.5. y parcialmente constante y parcialmente 
variable con x 


En la práctica ocurre frecuentemente que una cantidad en parte 
varía directamente con otra cantidad y en parte es constante. 

Hay un ejemplo de esto en el apartado 9.1, en el problema re- 
ferente a los benficios del restaurante. El beneficio depende de: 


a) El número de clientes que es variable. 
b) Los gastos generales que son fijos. 


Se halló que la ley que los relacionaba era de la forma y = ax — b, 
en donde y, el beneficio, depende directamente de x, el número de 
clientes, y también depende de los gastos generales, b. 

En general, todos estos casos pueden representarse por la ecuación 
Y = kx + b, 

Esta es la ecuación de una linea recta, pero que no pasa por el 
origen (Ap. 9.6). Contiene dos constantes, k y b, que deben ser de- 
terminadas antes de poder expresar la ley que relaciona x e y. 

Si se conocen dos pares de valores de x e y, puede encontrarse 
la solución como se vió en el apartado 7.5.1, ejemplo 2. 

_ En la práctica, las parejas de valores se encuentran por expe- 
rimentación. El ejemplo resuelto que sigue muestra el método de pro- 
cedimiento en estos casos. 


EJEMPLO. Cuando se comparan las lecturas de dos voltímetros 
se obtienen los valores correspondientes de C y de K abajo indicados. 


Se cree que € y K están relacionados por una ley de la forma 


K=mC>+b 


"Y 
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Compruébese representando los puntos y encuéntrese los valores 
de m y b, 

La ley K = mC + b es lineal, es decir, es la forma general de la 
ccuación de una línea recta. Para comprobarla, es preciso averiguar 
si los puntos representados están sobre una recta. 

La comparación entre los dos conjuntos de valores sugiere que 
la escala de unidades de C en el eje OX sea mayor que la de K 
en el eje OY 

Cuando se representan los puntos se ve que están situados apro- 
ximadamente sobre una línea recta, con ligeras desviaciones debidas 
a errores experimentales. Cuando se dibuja la línea, tan equilibrada- 
mente como sea posible, queda como aparece en la figura 18.2. 


Figura 18.2 


Se seleccionan dos puntos adecuados de la linea, A y B, cuyas 
coordenadas son las siguientes: 

Para A, C = 3,4, K =10. 

Para B, € = 5,3, K = 15,5. 

Estos deben satisfacer la ecuación: 


K=mC+b 
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Sustituyendo se obtiene: 


10 = 34m + b (1) 
15,5 = 5,3m + b (2) 
Restando, 
1.9m = 5,5 
5,5 
=— = 29 
"=19 


Sustituyendo m en (1), 
10 = (3,4 x 29) + b 
b = 10 — 9,86 = 0,14 
Por tanto, la ley es: 
K =2,9C + 0,14 


18.6. Otros tipos de variación directa 
18.6.1. y varía con el cuadrado de x, es decir, y xx? 


] Si se duplican los lados de un cuadrado, su área no se duplica, 
sino que se cuadruplica; si los lados se triplican, el área se hace 
hueve veces mayor. El área de un cuadrado varía directamente con 
el cuadrado de la longitud de sus lados. 

_ La razón entre el área de un círculo y el cuadrado de la lon- 
gltud de su radio es constante, como se puede ver experimental- 
mente. Si A es el área y r es el radio, entonces A/r? es constante 
Para todos los círculos. Esta constante se expresa por el símbolo 
Especial , y su valor es, aproximadamente, 3,1416. 

Por ello, el área de un círculo varía directamente con el cuadrado 
de la longitud de su radio. 

Los estudiantes de Mecánica, sabrán que la distancia recorrida 
Por un cuerpo que se mueva con velocidad uniformemente creciente, 
€S proporcional al cuadrado del tiempo. Un caso particular es un 
“uerpo en caída libre. 

Si s es la distancia recorrida cayendo, y t el tiempo necesitado 
a recorrer s, entonces sc 1? y s = ke?, 


+ 
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270 Algebra 


Los experimentos muestran que k = (1/2)g, en donde g es una 
constante absoluta cuyo valor es, aproximadamente, 9,81 m/s?. 

La representación gráfica de y = kx? es la de una función cua- 
drática (véase el Cap. 13). Para cada valor de k, la gráfica es una 
parábola simétrica respecto al eje OX, y con su punto inferior en 
el origen (Ap. 13.7). 


18.6.2. y varía con el cubo de x, es decir, y oc x? 


Si se duplicara la arista de un cubo, el volumen sería ocho 
veces mayor. El volumen varía directamente con el cubo de la longi- 
tud de una arista. 

El volumen de una esfera también varía con el cubo del radio. 

Si V= volumen y r = longitud del radio, entonces Vocr* y 
V = kr”. 

Puede demostrarse que k = (4/3)x. Por tanto, 


V =-nr 


3 


La gráfica de y = x? es una curva como la que aparece en la 
figura 18.3, y a la que se denomina parábola cúbica. 


El estudiante debería confeccionar una tabla de valores y dibujar 
la curva. 


18.6.3. y varía con ./x o x", es decir, yo /x 


Esta forma de variación, aparte de surgir en varios ejemplos 
físicos, también puede considerarse como la inversa de y = x?. Pues- 
to que: 


y = kx? 

1 
La 
Y 


Como ,/T/k es una constante, entonces x oc ./y. 


Variación 271 


Figura 18.3 


La gráfica de y = yx es una parábola, como la de la figura 18,4, 
Es la misma curva que la figura 13.1, como se puede apreciar de 
los apartados 13.5 y 13.6, pero al ser la función inversa, es simé- 
trica respecto al eje OX. Las raices negativas se hallan en la parte 
de la curva bajo el eje OX. 


18.7. Variación inversa: y oc 1/x 


Sean x e y dos números tales que su producto sea constante, 
£S decir, x- y = k. Entonces, 


Cada cantidad puede expresarse en términos del recíproco, o in- 
verso, de la otra. 


— o 
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Figura 18.4 


En matemáticas se dan muchos ejemplos de esto. A continuación 
ofrecemos un caso sencillo. 

Sean x e y los lados de un rectángulo de 60 m? de área; en- 
tonces, x- y = 60. 

Si se mantiene el producto siempre igual a 60 las longitudes de 
los lados pueden variarse de muchas maneras. Si x se aumenta, y 
disminuirá, y viceversa. Si se dobla x, y se reducirá a la mitad. En 
general, si se cambia x de acuerdo a una determinada razón, y s€ 
modifica de acuerdo a la razón inversa. 

Luego se dice que y varia inversamente con x, es decir, y oc 1/x. 
De donde, 


k 
y == 
x 


Entre los numerosos ejemplos de variación inversa pueden S€- 
ñalarse: 


1. El tiempo tardado en recorrer una distancia dada varia 
inversamente con la velocidad. 


o 
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Si la velocidad se duplica el tiempo se divide por dos. 
2. El volumen de una masa constante de gas varía inversa- 
mente con su presión, si permanece a temperatura constante. 

Si p = presión y v = volumen, 


1 k 
px- o p=- 
v v 


3. La resistencia eléctrica de un alambre, de longitud y com- 
posición dadas, al paso de la corriente varía inversamente 
con el área de la sección transversal del alambre. 

Si R = resistencia, y A = área de la sección transversal, 
entonces, 


18.7.1. Gráfica de y= E 
x 


En su forma más sencilla, cuando k = 1, la ecuación se hace 
)=1/x. La gráfica de esta función presenta algunas dificultades 
Nuevas que se harán presentes al dibujar la curva. La siguiente 
tabla de valores se ha construido del modo habitual: 


4 Para los valores negativos de x se obtiene una tabla semejante 
* valores de y, pero también con signo negativo. 

. En la figura 18.5 se muestra la curva, que recibe el nombre de 
Ipérbola. Consiste en dos ramas, de forma similar, una para valores 


e ... . . 
si * positivos y otra para los negativos. Deben advertirse las 
Bulentes características de esta curva: 


| Lo Six aumenta, y (o 1[x) disminuye. 


AAA 
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Figura 18.5 


Cuando x se hace muy grande, y se hace muy pequeño y la 
curva se acerca mucho al eje OX. 


2. Si x disminuye, y (o 1/x) aumenta 


Cuando x es muy pequeño, y es muy grande y la curva se acerca 
mucho al eje OY. Ambas caracteristicas de la curva se repiten para 
los valores negativos de x. Puede señalarse que la curva es simé- 
trica: a) respecto a la línea que pasa por el origen formando un 
ángulo de 45” con el eje OX, es decir, la línea y = x; b) respecto 
a la línea que pasa por el origen formando ángulo recto con esta 
última, esto es, la línea y = —x (véase Aps. 9.5 y 9.6). 

Para otros valores de k, la curva y = k/x es siempre una hi- 
pérbola. 


18.7.2, Otras formas de variación inversa 


1. Una cantidad puede variar inversamente con el cuadrado de 
Otra cantidad, esto es, y «c 1/x?, de donde, y =k/x?. En 
electricidad, por ejemplo, la fuerza entre dos polos magné- 


o 1 
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ticos varía inversamente con el cuadrado de la distancia 
entre ellos. Otras muchas leyes físicas siguen esta forma de 
variación. 

2. Otra forma de variación es aquella en la cual una cantidad 
varia inversamente con el cubo de otra, esto es, yc 1/x? 
o y = k/x?. 


Generalizando, y puede variar directa o inversamente con cual- 
quier potencia de x, esto es, y oc x” o y Xx 1/x”. 

En todos los casos de variación directa se sigue el mismo mé- 
todo, se introduce la constante k, y la evaluación de k se logra 
siempre en la misma línea. 


EJEMPLO 1. Si y varía con la raíz cúbica de x y si y = 3 
cuando x = 64, hallar la fórmula que relaciona las variables. De 
ella, hallar x cuando y = 15/4. 

1. Puesto que: 


13 


ya x! 
y = kx! 
k=y=x11P 


Sustituyendo los valores dados: 


k=3=6411?=3-4 (0 3/4) 


Por tanto, la ley es: 
3 
y=38% 


2. Cuando y = 15/4, se tiene: 


De donde, 
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Por tanto, 
x=53=125 


EJEMPLO 2. El tiempo de oscilación de un péndulo simple 
varía con la raíz cuadrada de su longitud. Si la longitud de un 
péndulo que oscila cada segundo es 1 m, ¿cuál será el tiempo de 
oscilación si se aumenta en 6 cm su longitud? 

Sea | la longitud del péndulo en metros y t el tiempo de oscilación. 


Entonces, 
xy y t=kyjl 


Cuando |! = 1,00, 1 =1,00 y 1 =k./1,k =1. 
Cuando | = 1,06, 1 = k./1 =./1,06 = 1,03. 


t = 1,03 seg 


18.8. Funciones de más de una variable 


EJEMPLO 1. En Geometria elemental se demuestra que el área 
un triángulo viene dada por la fórmula: 


A=1y 


donde, 


A: Área del triángulo. 
b: Longitud de la base. 
h: Longitud de la altura correspondiente. 


Tanto b como h son variables, y el valor de A depende de 
ambas. Por tanto, A es una función de dos variables, b y h. 

Sea un triángulo cualquiera en el que se mantiene la altura 
constante pero en el que se varia la base. Entonces, si se duplica 
la base, se duplicará el área. Si en cambio, se mantiene la base cons" 
tante y se triplica la altura, el área se triplicará. 

. Supóngase ahora que ambas, base y altura, varían; dupliquest 
la base y triplíquese la altura, entonces el área será 2 x 3, 6 
decir, 6 veces mayor. 


y 
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Se puede deducir que si varían la base y la altura, el área varia 
como el producto de base y altura, es decir: 


AXxbxh 
A =kb-5 


A partir de consideraciones geométricas, se sabe que en este 
caso k = 1/2. 


EJEMPLO 2. En el apartado 18.6 se afirmaba que el volumen, 
a temperatura constante, de una masa dada de aire, varía inver- 
samente con su presión. Experimentalmente puede demostrarse tam- 
bién que si la presión se mantiene constante y la temperatura varía, 
entonces el volumen varia directamente con la temperatura absoluta. 
Si varían la temperatura y la presión, entonces el volumen varía 
directamente con la temperatura absoluta e inversamente con la presión. 

Sea V el volumen, T la temperatura absoluta y P la presión. 
Entonces, 


T 
Vox — 
p 
T 
V=kx-= 
Pp 


EJEMPLO 3. Si una corriente eléctrica recorre un alambre, en- 
Cuentra resistencia. Esta resistencia varía con la longitud del alambre 
(Ap. 18.1), y en un alambre de una longitud dada, es decir, cons- 
lante, varía inversamente con la sección transversal del alambre 
(Ap. 18.6). Por ello, si R es la resistencia, 1 la longitud y A la sección 
transversal, entonces R varia directamente con | e inversamente con A. 

De este modo, 


189. Variación conjunta 


La variación, debida a dos o más variables, de una cantidad, se 
-homina variación conjunta, y se dice que la cantidad varía con- 
Jintamente con su producto. 


Y 
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Al tratar con problemas relativos a variación conjunta, se Sigue 
el mismo procedimiento que en el caso anterior, con respecto a la 
constante de variación y su determinación. Los ejemplos siguientes 
servirán para ilustrarlo. 


EJEMPLO 1. Una cantidad representada por y varía directamente 


con x e inversamente con z?. Se sabe que cuando x = 15, z =12 
e y = 1/36. Hallar la ley que relaciona estas cantidades. Se sabe que 


por lo que: 


1 15 
— == Xx — 
36 123 
De donde, 
Ñ O Ñ 16 
236 12 5 
Por ello, la ley es: 
16 x 
a S 23 


EJEMPLO 2. La fuerza entre dos polos magnéticos varia con” 
juntamente con el producto de sus intensidades e inversamente CoN 
el cuadrado de la distancia entre ellos. Si dos polos de intensidad 8 
y 6 unidades se repelen con una fuerza de 6 N cuando están situados 
a 4 m de distancia, ¿con qué fuerza se repelerán dos polos cuya5 
intensidades sean 5 y 9 unidades cuando estén separados 2 m? 


a 
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Sea F la fuerza, m,, m2 las intensidades de los polos y d la 
distancia de separación. Entonces, 


mi: ma 


Fx q 


8x6 
3=kx 2 
3 x 4% 
8x6 
mim 
F = q 
En el segundo caso, 
22 1125N 


EJERCICIOS 


l. En los siguientes ejemplos el valor de una cantidad depende de 
Otra. Especificar en cada caso si se trata o no de variación directa: 


a) La distancia y el tiempo cuando un hombre corre la carre- 
ra de los 1.000 m. 


b) El interés y el tiempo cuando el dinero carga intereses a 
una tasa fija. 


| Cc) El logaritmo de un número y ese mismo número. 


d) La coordenada y de un punto de una linea recta y la co- 
ordenada x. 


€) El coste de mantener una escuela y el número de sus 
alumnos. 


<= 
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2. Siy=kxe y = 8 cuando x = 7, hallar k. A continuación hallar 
y cuando x = 40, 


3. Si y es proporcional a x, e y = 10 cuando x = 4, hallar y cuando 
x = 15. Asimismo, calcular x cuando y = 8,4. 


4. SiyxY x y, cuando y = 16,5, x = 3,5, hallar la ley que relaciona 
x e y. De ésta, halla x cuando y = 21. 


5. Las distancias recorridas por un cuerpo, partiendo del reposo, 
fueron las siguientes: 


COEN ENKR 


Representarlas y averiguar si la distancia varía directamente con 
el tiempo. Si lo hace, hallar: 


a) La ley que relaciona tiempo (t) y distancia (s). 
b) La distancia recorrida al cabo de 2,8 s. 


6. La extensión, E, de un muelle, varía directamente con la fuerza, 
W, con la que se estira. Un cierto muelle se extendió 2,4 cuando 
fue estirado por un peso de 4,5. Averiguar: 


a) La ley que los relaciona. 
b) La extensión debida a un peso de 7. 


7. La ley que relaciona dos variables, x e y es de la forma 
y = kx + h, en donde k y bh son constantes. Cuando x = 10, en- 
tonces y == 1l, y cuando x = 18, y = 15. Hallar k y b y especifica" 
la ley. 


8. La ley que relaciona la fuerza aplicada E y la carga en una 
cierta máquina es de la forma E = aW + b, donde a y b son cons" 
tantes. Cuando W= 20, E = 1,4, y cuando W = 30, E = 2. Hallar 
la ley. 


9. Al experimentar pura determinar la fricción (F N) entre dos su" 
perficies metálicas, cuando la carga es W N, se obtuvieron los Si" 
guientes resultados: 


dl 
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Suponiendo que W y F están relacionadas por una ley de la 
forma F = aW+ b, hallarla dibujando la línea recta intermedia 
entre los puntos. 


10. Si y es proporcional a x?, y cuando x = 15, y = 200, averiguar 
la ecuación que relaciona x e y. Hallar y cuando x = 8,5. 


11. Si yx x? y x=2 cuando y = 2, hallar la ley que relaciona 
xe y. Hallar, a continuación, y cuando x = 3. 


12. Si yx 1/x?, rellenar las casillas en blanco de la siguiente 
tabla: 


13, Si yx /x y si y = 3,5 cuando x = 4, expresar y en términos 
de x. ¿Cuánto vale y cuando x = 25? 


14, Siyoc x? y si y = 6 cuando x = 4, hallar el valor de y cuando 
x = 16, Hallar, también, x cuando y = 3. 

15, Si y es inversamente proporcional a x, y x = 5 cuando y = 6, 
averiguar la ley que relaciona x e y y hallar x cuando y = 20. 


l6. Si yoc 1/x, rellenar los blancos de la siguiente tabla: 


17. La fuerza F que actúa entre dos polos magnéticos es inversa- 
Mente proporcional al cuadrado de la distancia d entre ellos. Ex- 
Presar esto como una fórmula si F = 120 cuando d = 4. 
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18. La distancia que recorre un cuerpo pesado cayendo libremente 
desde el reposo varia con el cuadrado del tiempo de caída. Una 


bola de plomo cae desde 490 m en 10s. ¿Cuánto tiempo tardará ' 
en caer desde 78,4 m2? 


19. La intensidad de la iluminación proporcionada por un proyec- 
tor varía inversamente con el cuadrado de la distancia de su lám- 
para a la pantalla. Si el proyector está a 20 m de distancia de 
la pantalla, ¿dónde debería situarse para tener una iluminación 
cuatro veces mayor? 


20. Si se miden desde un cierto punto las distancias a un objeto 
y a su imagen, formada en un espejo, se halla que la suma de las 
distancias varía con su producto. Si la distancia a la imagen es 120 mm 
cuando la distancia al objeto es de 300 mm, calcular la distancia 
a la imagen cuando la distancia al objeto es de 540 mm. 


21. El cuadrado de la velocidad de una partícula varía con el cubo 
de su distancia a un punto fijo. Si se aumenta en un 1,2 por 100 
esta distancia ¿cuál es aproximadamente el porcentaje de incremento 
en la velocidad ? 

22. Un reloj mantiene la hora exacta a 10”C, pero adelanta si la 
temperatura baja, y viceversa, variando la tasa de adelanto o retraso 
con el cuadrado del número de grados centígrados entre la tempe- 
ratura real y 109C, Si adelanta 2s por día cuando la temperatura 
es de 5%C, ¿cuánto retrasa (aproximado hasta los segundos) en 
4 días cuando la temperatura es de 42”C? 


23. Si yo x!* y si y = 345,5 cuando x = 15, hallar la ley que 
relaciona x e y. 


24. Expresar las siguientes afirmaciones en forma de ecuaciones: 
a) y varía conjuntamente con x y z. 


b) y varía directamente con x e inversamente con el cua- 
drado de z. 


c) y varía directamente con la raíz cuadrada de x e inversa- 
mente con z. 


d) El volumen V de un cilindro varía conjuntamente con la 
altura h y el cuadrado del radio de la base r. 


e) El peso W que puede ser soportado con seguridad por un3 


8 
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viga varía inversamente con la longitud |, directamente 
con la anchura b y directamente con el cuadrado de la 
altura de la sección transversal d. 


f) y varía directamente con el cuadrado de x e inversa- 
mente con la raíz cúbica de z. 


25. Si y varia directamente con x e inversamente con z, ysiy=10 


cuando x =8 y z = 5, hallar la ley que relaciona x, y y z. Hallar 
también y cuando x=6 y z=2,5. 


26. Si y varía conjuntamente con x y z?, y si y = 13,3 cuando 


x=2,5 y z = 4/3, encontrar la ley que relaciona ambas variables. 
Hallar x cuando z = 3/2 e y = 54, 


27. y varia directamente con x? e inversamente con /z. Cuando 
x=8yz=25, y =16. Hallar y cuando x=5 yz =9, 


28. La carga que una viga de una determinada altura de sección 
transversal puede soportar es directamente proporcional a su anchura 
€ inversamente proporcional a su longitud. Si una viga de 7 m de 
largo y 175 mm de ancho puede soportar una carga de 4 toneladas, 
¿qué carga puede ser soportada por una viga del mismo material 
de 5 m de larga y 250 mm de ancha? 


29. Si z varía con x?, e inversamente con y?, y si z = 4 cuando 
x*=8e y = —0,5, hallar z cuando x= -2e y =0,25. 


30. El número de unidades de calor Q generadas por una corriente 
eléctrica varía directamente con el tiempo £ y el cuadrado del vol- 
taje E e inversamente con la resistencia R. Si Q = 60 cuando t = 1 
E = 100 y R = 40, hallar la ley que los relaciona. 
Hallar también: 

4) El valor de Q cuando E = 200, R = 120 y t = 300. 

5) El valor de £ cuando E = 120, R =90 y Q = 5.760. 

31 


> 


* La presión en un aparato de medida varía directamente con 
a temperatura absoluta e inversamente con el volumen del gas. Si 
% temperatura aumenta en un 2 por 100 y el volumen disminuye 
En un 2 por 100, ¿qué cambio sufre la presión? 
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19.1. Leyes que no son lineales 


En el capitulo anterior se trató la determinación de las leyes li- 
neales, y a las que se llegaba mediante empleo de datos experi- 
mentales, 

Pero las relaciones entre variables no siempre se representan por 
líneas rectas. Pueden involucrar a las potencias de una de ellas tal 
como se consideró a partir del apartado 18.6.1. En estos casos, al 
representar los resultados experimentales, aparecerán situados en una 
porción de curva que podría ser alguna de las ya vistas en el capi- 
tulo anterior o cualquier otra. En la práctica, cuando sólo se tient 
dibujada una pequeña porción de curva, es imposible identificar a 
qué tipo pertenece. 

Hay dos caminos, sin embargo, por medio de los cuales puede 
obtenerse una linea recta en lugar de una curva. Entonces puede 


realizarse la identificación mediante los métodos previamente consi- 
derados. 


19.2. y=ax" + b, como representación de la 
potencia de un número 


Si se requiere encontrar una ley de la forma y =ux"+b0 
y = ux", en donde n es conocido, entonces, se representan los valore 


correspondientes de y y de x" en lugar de y y de x. La gráfica resultante 
será una línea recta. 


— > 
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Tómese como ejemplo y .= 2x?, 

En el apartado 13.7 se vio que la gráfica de estu función es una 
rabola. Los valores dados a x fueron 0, 1, 2, 3... 

Representando los valores de y y x?, la tabla obtenida será: 


y asi sucesivamente. Los valores de x no se muestran cn esta tabla. 

La gráfica resultante es una línca recta que pasa por el origen, 
como se ve en la figura 19.1. Es la misma que y = 2x cuando 
representa y en función de x. 

Si la ecuación fuera y = 2x? + 3, al representarla de la misma 
manera, es decir, y en función de x?, la recta resultante no pasaría 
por el origen, sino que cortaría al eje OY en el punto correspon- 
diente a 3 unidades. Sería la misma que y = 2x + 3 cuando se re- 
presenta y en función de x. 


b tm > 3 0 


Valores de y 


Valores de y 


Figura 19.1 
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Con cualquier otra potencia de x se sigue el mismo procedi. 
miento. De este modo, en y = 2x* + 5, se representa y en función 
de x?, 

Y, en general, con la función y = ax” + b, se representa y en 
función de x”. 

Si x” = z, entonces la forma de la ecuación será: 


y=az+b 


Esta es la ecuación de una línea recta. La gráfica, aunque no 
muestra la relación entre x e y como normalmente lo hacen, hace 
posible hallar los valores de a y b por los métodos previamente 
dados. 


EJEMPLO. Se piensa qué dos variables, x e y están relacionadas 
por un ley de la forma y = ax? + b. Se conocen los siguientes va- 
lores de x e y. Hallar la ley que relaciona las variables. 


Debe representarse y en función de x?. Se calcula, por tanto, 
la tabla siguiente, con valores correspondientes a x? e y: 


En la figura 19.2 se muestra la gráfica resultante de representa! 
y en función de x?. 

Esta es una línea recta, y siguiendo el método del apartado 13, 
pueden hallarse los valores de a y b. 

Por inspección de la gráfica, el corte con el eje OY, es decir, el 
valor de b, es —10, y a, el gradiente de la línea, es 3. Por tanto. 
la ley es: 


y = 3x? — 10 


ES y 
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Figura 19.2 


193. y=ax"”. Uso de logaritmos 


El método anterior sólo puede usarse cuando se conoce la po- 
tencia de x de que se trata, como ya se señaló. Sin embargo, si no 
se conoce, y la ley es de la forma y = ax", ésta puede transformarse 
tomando logaritmos en una ecuación de una línea recta. Si, 


y =ax" 


éntonces, 


log y = nlog x + log a 


_ Comparando esto con la forma normal de la ecuación de una 
Inea recta, esto es, y = ax + b, se ve que si se toma log y en lugar 
de y, y log x en lugar de x, ambas ecuaciones son lineales y de la 
Misma forma. 

Deben determinarse ahora las constantes n y log a. Para lo cual 
Se representa la gráfica de: 


log y = nlog x + log a 


A partir de esta gráfica pueden hallarse n y log a de la misma 
Manera que a y b en la forma habitual. Una vez conocido log a 
Puede obtenerse a de las tablas, y la ley queda especificada. 


a ll 
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En este libro sólo es posible tratar los casos más sencillos. 


EJEMPLO. Dos variables, x e y, están relacionadas por una ley 
de la forma y = ax”. La tabla siguiente da los valores correspon. 
dientes de x e y. Hallar la ley que las relaciona: 


ARA 
EEE 


Puesto que la ley que las relaciona es de la forma: 


y=ax 
tomando logaritmos: 


log y = nlog x + log a 


Tabulando los valores de log x y log y, se obtiene lo siguiente: 


ajaja 
IEEE 


Los logaritmos se corresponden con los números de la tabla 
anterior y están calculados aproximadamente con tres cifras deci- 
males. La gráfica es la recta de la figura 19.3. 


Seleccionando los puntos A y B de la recta, se sustituyen en 
ambos casos sus coordenadas en la ecuación: 


log y = nlog x + log a 


Se obtienen, pues, las ecuaciones: 


3,236 = 1,398n + loga 
2,795 = 1,255n + loga 
Restándolas, 
0,441 = 0,143n 
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3,4 
3,3 
A 
3,2 
3,1 
> 
eN 
2 
3 
2,9 
2,8 B 
2.7 
1,15 1,20 1,25 1,30 1,35 1,40 
log x 
Figura 19.3 
De donde, 
0,441 
n=—=31 
0,143 


Sustituyendo n en la segunda de las ecuaciones anteriores: 


2,795 = (3,1 x 1,255) + log a 
log a = 2,795 — 3,891 = 2,904 
a = 0,08 


Por tanto, la ley que relaciona yyxes: 


y =0,08x?! 


a 
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EJERCICIOS 


1. Las variables x e y están relacionadas por una ley de la forma 
y = ax? + b. Se conocen los siguientes valores correspondientes de 


x e y. Hallar la ley. 


2. La tabla siguiente proporciona valores relacionados de x € y. 
Determinar si la ecuación que los relacionan es de la forma y = 
ax? + b, y, si lo es, hallar los valores de a y de b. 


3. Es posible que los siguientes valores de R y V estén relacionados 
por una ley del tipo R = aV? + b. Comprobar si esto es cierto, 


y hallar la ley. 
MONCAETEMEMEN 
pepe 


4. H está relacionada con Y por una ecuación de la forma H = 
= aV? + b. Se conocen los siguientes valores correspondientes. Ha- 
llar los valores de a y b. 
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5. Se midieron los siguientes valores correspondientes de x e y. 
Puede haber errores de observación. Comprobar si existe una ley 


de la forma y = a + bx? y, si éste es el caso, hallar los valores 
probables de a y b. 


6. Al medir la resistencia en ohmios, R, de una lampara de fila- 


mento de carbón a varios voltajes, V, se obtuvieron los siguientes 
resultados: 


Se piensa que la ley es de la forma R = a/V + b. Comprobarlo 
y hallar a y b. 


7. Los valores de x e y de la tabla siguiente están relacionados 
por una ley de la forma y = ax”. Hallar a y n y determinar la ley. 


8. La tabla siguiente da los valores correspondientes de dos va- 


riables x e y. La ley que las relaciona es de la forma y = ax". 
Hallar esta ley. 
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9. Los siguientes valores de H y Q están relacionados por una ley 
del tipo Q = aH”. Hallar a y n. 


10. Dos cantidades, x e y están relacionadas por una ecuación 
de la forma y = ax”. La siguiente tabla da los valores correspon- 
dientes de las variables. Determinar a y h. 


Números racionales 
e irracionales 


20.1. Números racionales e irracionales 


Un número que, o es un entero, o puede expresarse como una 
razón de dos enteros se denomina número racional. 

Un número que no puede expresarse como un entero o como 
una razón con un número finito de cifras se denomina número 
irracional. 

Por ejemplo, yl no puede expresarse como una fracción o una 
razón con un número finito de cifras. Escribiéndolo como un nú- 
mero decimal puede aproximarse tanto como se quiera, 

Asi, con 4 cifras significativas: y/2 = 1,414 y, con 6 cifras signi- 
ficativas: /2 = 1,41421, etc. 

No obstante, puede demostrarse que su número de cifras decimales 
no tiene límite, lo que equivale a decir que el número de cifras 
ho es finito. Por tanto, es un número irracional. 

Otros ejemplos de números irracionales son las raíces como 
Y3, JT, y/19, ¿/4, ... Una raíz irracional de un número racional, 
Como éstas, se denomina radical. 

Hay también otros números, que no incluyen raíces, que son 
cionales. Así, la razón entre la circunferencia de un circulo y su 
metro, denotado por el simbolo z, no puede expresarse por una 
razón con un número finito de cifras. Frecuentemente se expresa de 
forma aproximada como 22/7, o 3,1416 con cinco cifras significati- 
Vas. Sin embargo, se ha demostrado que no hay limite al número 
de cifras en la parte decimal. Los ordenadores han evaluado un 


Número inmenso de cifras de TT, Pero, por supuesto, esto no las 
aproxima al final. 


irra 
diá 
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Los números coro éste son irracionales, pero no radicales. Tam- 
bién se denominan inconmensurables. 


20.2. Números irracionales y escala de números 


Puesto que estos números no pueden expresarse con precisión 
absoluta, no es posible asignarles una posición exacta en la escala 
numérica completa (Ap. 4.4). Pueden, sin embargo, especificarse 
hasta el grado de precisión requerido, los límites entre los que están 
situados. Así, /2 está situado en la escala entre 1,414 y 1,415. O, 
con mayor precisión, entre 1,4142 y 1,4143 o, con una precisión aún 
más exacta, entre 1,41421 y 1,41422, y así sucesivamente. 


20.3. Representación geométrica de los radicales 


Cabe destacar, sin embargo, que es teóricamente posible, en 
muchos casos, obtener, mediante construcciones geométricas, lineas 
rectas que representen con precisión a los radicales. 

Por ejemplo, de la Geometria se sabe que el cuadrado de la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a la suma de los 
cuadrados de los lados adyacentes al ángulo recto. Si se construye 
un triángulo rectángulo cuyos catetos son de longitud unitaria, la 
longitud de la hipotenusa será 1? + 1% = EX 

Análogamente, la hipotenusa de un triángulo rectángulo de ca- 
tetos de medida 1 y ,/2 unidades, medirá ./3 unidades. De esta 
forma es posible representar muchos radicales por líneas rectas. En 
la escala numérica pueden marcarse las longitudes así obtenidas, 
pero en la práctica no puede obtenerse un alto grado de precisión 
en su construcción. 


20.4. Operaciones con radicales 


En Algebra es costumbre clasificar un número tal como Ja como 
radical, aunque hasta que no se le haya asignado a a un valor nu- 
mérico no se puede establecer si es irracional o no. Para fines 
operativos, sin embargo, se le trata como a un número radical. 


> 


== 


$» 
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El siguiente principio es fundamental al operar con radicales: es- 
tos números deben cumplir las leyes del álgebra tal como se formulan 
para los números racionales. Como los radicales pueden escribirse 
también como potencias con Índices fraecionavios, esto es, e 2, 
se puede operar con ellos de la misma forma que con estas po- 
tencias, de acuerdo con las reglas de los exponentes, 

Por ejemplo, así como (a +1) no es iguala a pa, 


ya + b no es igual a Ja + /h. A este respecto el simbolo de la 
raíz tiene cl mismo efecto que un paréntesis: ln expresión bajo el 
debe considerarse como una unidad, 


1. Multiplicación 


Yahoo a BA a (ahy yub 


Veamos algunos ejemplos: 


) 43xyT=y43x7= Jl 
BY) YUYS — YD) = 12 45) (42 xx YD y10 - Y6. 
0) 447 =yY16x 7 = 16 x70= y112. 
dy Ax ly = 49xt x Yy == JQxty. 
e) (Ja + JOY (Ja? + Aya xx Yh) a 1 by? 
= a+ b4 24h. 
SY (ya — JP? =a + b— 2Jub. 
9) (Ja + JbN Ja — Yb) (Ya AY Wa d 
Y YS + DMY3 2) (5 YM 2 INN 14 


- Mediante el uso de las reglas nnterioren Y NUN WVEISas, se ob 
tienen transformaciones útiles en operaciones. Vemos algunos ejem 
plos: 


4) 41.000 = /100 x 10 = /100 x /10 10/10 
b) Y7 = /36 Xx 2 JM x Yi 0/2, 
E) 9 Maa dub 


"0 
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Las transformaciones anteriores también pueden usarse para sim- 
plificar expresiones que incluyan radicales. Ejemplos: 


a) Y5+ /20=Y3+ 44 x 5= 45 + 2/5= 3,/5. 
DY 27-134 38 =/9x 3-/25x 3 +16 x 3 = 
= 3/3 — 5/3 + 4/3 = 2/3. 
2. Racionalización. Será más sencillo, y, probablemente más 
preciso, evaluar un número como 1/,/2, si la fracción se transforma, 


de manera que quede multiplicado por el radical y no dividido por 
él. Esto puede realizarse mediante la siguiente transformación: 


Analogamente, 


Y 43 y3_ Y1S _yi5 
28 28 2x3 6 


Mediante esta transformación se cambia el número irracional 
del denominador por uno racional. Esto se denomina racionalizar 
el denominador. 

Si el denominador es una expresión binomial, el método es li- 
geramente más difícil. El procedimiento viene indicado en los si- 
guientes ejemplos: 


EJEMPLO 1. Racionalizar el denominador de: 
a 
Tan 

Puesto que: 


(a—-b)x(a+b)=a—b?* y (Ya+ Jb)x (Ja — /b)=a-—b 


(véase lo anterior), entonces, si el denominador se multiplica por 
Y5 + ,/2, los radicales desaparecen de él. Asi: 


Doo AR e AO PEA 
BR Yi-JIM 84 JD 5-2 3 


eS 
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EJEMPLO 2. Simplificar (/5 — 1/3 + 1). 

Para racionalizar, debe multiplicarse el denominador por /5-—1. 
Y3=1_243-M45-1)_ (45-17 25-254 1_ 
Y3+1 (43+ D00/3-D (5 - (y 5-1 


6-25 3-45 
A 
== a e tn 
EJERCICIOS 


1. Expresar lo siguiente como raíces cuadradas completas (por 
ejemplo: 3/7 = /9 x 7 = ./63). 

a) 5/6. b) 12,2. c) 10,5. 

d) 4,/13. e) 2a,/b. A 3y/y. 


2. Expresar lo siguiente dejando, en cada caso, el número más 
pequeño posible bajo el signo de la raíz. 


a) ./300. b) ./320. 

c) 108. d) ,/5.000. 
e) 375. Sf) ./7200. 
9) /24a3b?. h) 18x+y3z, 


i) /T5a3b303, j) /1L000p?g. 
k) Ja2b(a — bj3. DY /25xyYUx — 2y)?. 


3. Simplificar: 
a y3x 15. b) 14 x 4/7. 
c) 432 x,/24. d) 2/5 x 5/2. 
e) 2/2 - 1). $) JUN + 42. 


9) Ja+bx./a—p?. h) /3Ax — 2y) x /6(x? — 4y2). 


4. Multiplicar lo siguiente: 
4) (Y2 — 1/2 + 3). b) Q/3 + 2/3 — 2/2). 
€ (4-1)? d) (245 + 3). 
9 (7 - 5/2". DJS +JMJSS — 3, 
4) QYIO— 2/10 +/2.  hj (1 +10,/3). 
i) (Ya — SA Ja + 5). 3) (427 + 61/27 — J0). 


A 
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5. Simplificar lo siguiente mediante racionalización del denomi- 


nador: 
1 


2 
a) 5 b) Wa 
3 1 
c) 2 d) 3/10" 
1 12 
e) BE f) 2 
g) % h) el 
A E: 
0 1 2 ran 
k) z t) z 
qn AE 
34 y DB 
e AS 
7 1 1 
a E PJ Ja 
1 1 4 
MBR 


Sucesiones 


21.1. Significado de una sucesión 


Una sucesión es una lista ordenada de números, cada uno de 
los cuales se forma de acuerdo con una ley definida, que es la 
misma a lo largo de toda ella. 

Los números ordinarios, 1, 2, 3, 4, ... constituyen una sucesión, 
cada término de la cual es mayor en una unidad que el que le 
precede inmediatamente. 

5, 9, 13, 17, ... es una sucesión, cada término de la cual es mayor 
en 4 unidades que el que le precede inmediatamente. 


1, 1/2, 1/3, 1/4, ... es una sucesión en la que sus términos son 
los recíprocos de 1, 2, 3, 4, ... 


VO es 
lc aP Laa: CON 


son sucesiones cuya construcción es obvia, 


21.2. Formación de una sucesión 


Las sucesiones tienen gran importancia en las Matemáticas mo- 


dernas. Sin embargo, sólo será posible tratar unos pocos ejemplos 
€n este libro. 


Las dos cosas más importantes que deben conocerse respecto 
4 Una sucesión son: 


E 
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1. Su ley de formación. Si se conoce, es posible hallar cualquier 
término de la sucesión. 


2. La suma de un número dado de sus términos, 
En relación con esto, es necesario considerar la naturaleza de 


la suma cuando el número de términos es muy grande. Si la su- 
cesión es tal que sus términos crecen numéricamente, tal como: 


2358, Dis 0 437927, 0% 


está claro que cuantos más términos se tomen, mayor será la suma. 
Pero si la sucesión es tal que sus términos decrecen según aumenta 
su posición, tal como: 


1 
1, A E 
9 27 


| 


no siempre es fácil descubrir cuál será la suma cuando el número 


de términos sea muy grande. Esto es un asunto que se considerará 
más tarde. 


21.3. Sucesiones aritméticas 


Una sucesión aritmética, o progresión aritmética, forma cada uno 
de sus términos a partir del inmediatamente precedente por adición 
O sustracción de un número constante. 


El número así añadido o sustraído se denomina diferencia co- 
mún de la serie. 


EJEMPLOS. 
a) 7,13, 19, 25, ... (diferencia común 6). 
b) 6,4,2,0, —2, ... (diferencia común —2). 


En general, si tres números, a, b y c, están en progresión 
aritmética (denotada como p.a.), entonces, 


b=a=c—b 
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21.4. Término general de una progresión 
aritmética 


Sea a el primer término de la progresión y sea d la diferencia 
común (positiva o negativa). Entonces, la serie puede escribirse: 


a, a + d, a+ 2d, a + 3d, ... 


Es evidente que el múltiplo de d que se suma a a para formar 
cada término, es menor en una unidad que el número de orden del 
término en la secuencia. 

Así, el cuarto término es: 


a + (4 — Dd = a + 3d 
luego si el número de un término general es n, entonces, 


n-ésimo término = a + (n — 1N 
EJEMPLOS. 
a) En la progresión 7, 10, 13, .. la diferencia común es 3. 
Por tanto, el término décimo es: 
7 + (10 — 193 = 4 
y el término n-ésimo es: 
7 + (n — 1)3 
b) En la serie 6, 2, —2, —6, .... d = -4. El término n-ésimo es: 
6 + (n — 1M-4) = 6 — (n — 1):4 
Así, por ejemplo, el término octavo es: 


6 + (4) = 6 — 28 = -22 


O 
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21.5. Suma de cualquier número de términos 
de una progresión aritmética 


Utilizando los simbolos siguientes además de los usados previa- 
mente: 
Sea 


n: Número de términos cuya suma és requerida. 


s: Suma de n términos. 
[: Ultimo de los términos sumados. 


Entonces, según la fórmula anterior 


Il =a + (n-— 1) 
Ahora: 
s=a+(a+d)+ (a+ 2d) ++ (0d) +1 
Invirtiendo el orden, 
s=1+ (1d) + (U— 2d) + + (a +d) +4 


Sumando los términos correspondientes de las dos últimas ex- 
presiones, se obtiene de cada par de términos (a + [), es decir: 


s=la+D+ (a+) + (a+) + (a+ + (a+ = (a + Dn 
puesto que hay n términos y por tanto, 1 parejas. Por ello: 


Maia 
2 


Como! = a + (n — 1d, al sustituir en el último resultado, queda: 


¿Mata + 00) 
2 


De donde, 


s =5Da+ (m - 1)d] 
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Esta fórmula, como todas las otras, no sólo puede usarse para 
hallar s, sino también cualquiera de los otros números, n, a, o d. 

No hay dificultades para hallar a y d, pero si lo que se nece- 
sita es n, se verá que surge una ecuación cuadrática. Puesto que 
en toda ecuación cuadrática hay dos raíces, siempre se encontrarán 
dos soluciones de n. En algunos casos sólo es admisible una raíz; 
en Otros, ambas raices proporcionan la solución. 

Por ejemplo, en una sucesión que incluya términos negativos, 
tal como: 


9+7+5+3+1-1-3 


se ve que la suma de 7 términos es la misma que la suma de 
3 términos. En otros casos, será evidente que una de las raíces es 
inadmisible. 


21.6. Media aritmética 


El número central de tres números que están en progresión 
aritmética, se denomina media aritmética de los otros dos. 


Sean a, b y c, tres números en p.a. Entonces, por la definición 
dada en el apartado 21.3: 


b-a=c-—b 
2b=az+c 
a+c 
b= 
2 


Se ve que la media aritmética de dos números es la misma que 
Su promedio. 

También es frecuente hablar de insertar medias aritméticas entre 
dos números, lo que quiere decir que estos, junto con los dos nú- 
meros dados, forman una serie en p.a. 

Por ejemplo, insertemos tres medias aritméticas entre 4 y 20. 


j Si son a, b,c, entonces 4, a, b, c, 20 forman una paa. de cinco 
términos en total. 


<< 
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Mediante | = a + (n — 1) para el quinto término, 20: 
20 =4 + (5 — 1Mm 


de donde d = 4. Por tanto, los cinco términos son 4, 8, 12, 16, 20, 


EJEMPLO 1. La suma de una p.a. de 8 términos es 90, y el pri- 
mer término es 6. ¿Cuál es la diferencia común? 
Utilizando: 


s=5 [a +(- 14] 
y sustituyendo los valores dados: 


90 =510x9+6- 10 


90 = 4(12 + 7d) = 48 + 28d 
28d = 42 
d=1,5 


EJEMPLO 2. ¿Cuántos términos deben tomarse de la p.a. 3, 6, 
9, ... para que su suma sea 135? 
Utilizando: 


s=5Da + (1 — 1d] 
y sustituyendo, 
135 = 516 + (n — 193] 


270 = n(3 + 3n) 
270 = 3n + 3n? 
n+n-90=0 
Factorizando, 
(n — 9ín + 10) =0 
n=9 o —10 


La raíz —10 es inadmisible por no tener sentido en relación 
con esto. Por tanto, la solución es n = 9. 


sl 


Pe 4 de aa 


e 
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21.7. Progresión armónica 


Se dice que una sucesión de números está en progresión armó- 
nica, si sus reciprocos forman una serie en progresión aritmética. 

Así, la sucesión 1, 3, 5, 7,.... está en progresión aritmética. De ahí 
que podamos establecer que la sucesión 1, 1/3, 1/5, 1/7,... está en 
progresión armónica. Esta es una sucesión importante en la teoría 
del sonido. 

No es posible obtener una fórmula para la suma de términos de 
una progresión armónica. Sin embargo, muchos problemas relativos 
a tales sucesiones pueden resolverse usando la correspondiente pro- 
gresión aritmética. 

Media armónica. La media armónica de dos números puede 
hallarse de la manera siguiente: 

Sean a y b los números y H su media armónica, esto es, a, 
H, b están en progresión armónica. Entonces, 1/a, 1/H, 1/b, están 

, en p.a. Por ello, 


De donde, 


21.8. Sucesión geométrica, o progresión 
geométrica 


. Una sucesión en la que la razón de cualquier término con el 
inmediatamente anterior es constante para toda ella, se denomina 
serie geométrica. 

Ñ Esta razón se denomina razón común de la serie. Puede ser po- 
Sitiva o negativa. De este modo, cada término de la sucesión puede 
Obtenerse multiplicando el término que le precede por la razón 


Común. 
EJEMPLOS 


a) 1,2,4,8,.... (razón común: 2). 
b) 1, 1/2, 1/4, 1/8, ... (razón común: 1/2). 
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c) 2, —6, 18, —54, ... (razón común: — 3). 

d) R,R?AR?R*,.. (razón común: R). 

Si tres números, a, b, c, están en progresión geométrica (p.g.), 
entonces, b/a = c/b. 


Esta es la comprobación que debe realizarse para averiguar si 
los números están en p.g. 


Forma general de una sucesión geométrica. 


Sea a el primer término y r la razón común. Entonces la serie 
es a, ar, ar?, ar”, ... 


21.9. Relación entre progresión geométrica 
y progresión aritmética 


En la sucesión geométrica 


a, ar, ar?, ar”, .. 
si se toman logaritmos en cada término, se llega a: 
log a, log a + log r, log a + 2 log r, log a + 3logr, ... 


Esta es una progresión aritmética en la que el primer término 
es log a, y la diferencia común es log r. Por tanto, los logaritmos 
de los términos de una p.g. forman una serie en p.a. 


21.10. Término general de una progresión 
geométrica 


Examinando la sucesión a, ar, ar?, ar, ..., puede observarse que 
cada término de la misma es el producto de a y una potencia de r 
cuyo indice es una unidad menor que el número del término. Por 
ello, el término n-ésimo es ar””?, 

Si r es negativo, según sea n — | par o impar, y suponiendo 
que a sea positivo, los términos serán positivos o negativos de 
forma alternada. 


>> 
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Si n — 1 es par, n es impar y el término n-ésimo es positivo. 
Si n — 1 es impar, n es par y el término n-ésimo es negativo. 


EJEMPLO l. Hallar el séptimo término de la serie: 
3,6,12,... 
En esta sucesión r = 2. Por tanto, con la fórmula: 


n-ésimo término = ar”! 


séptimo término = aré =3 x 2% =3 x 64 = 192 
EJEMPLO 2. Hallar el octavo término de la progresión: 


2, —6, 18, — 54, +... 


En esta progresión geométrica, r = —3. Empleando ar””!, 


octavo término = 2 x (—3)97! =2 x (-3)” = -4,374 


EJEMPLO 3. Hallar el quinto término de la serie cuyo primer 
término es 100 y la razón común es 0,63. 


Empleando ar””!, si x es el quinto término: 
x = 100 x (0,63)* 
Tomando logaritmos: 


log 100 + 4l0g 0,63 = 
1,1972 = log 15,75 


log x 


Por tanto, el quinto término es 15,75. 


EJEMPLO 4. El tercer término de una progresión geométrica 
€s 4,5 y el noveno 16,2. Hallar la razón común. 


A 
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Empleando ar””!: 
tercer término = ar? = 4,5 
noveno término = ar? = 16,2 
Dividiendo: 

aró = ar? = 16,2 = 4,5 
ré =16,2 + 4,5 

Tomando logaritmos: 

6 log r = log 16,2 — log 4,5 = 0,5563 


log r = 0,5563 + 6 = 0,0927 = log 1,238 
r = 1,238 


21.11. Media geométrica 
Si tres números están en p.g., el término central de los tres se 
denomina media geométrica de los otros dos. 


Sean a, b, c tres números en p.g. Entonces, según la definición 
dada en el apartado 21.8: 


21.12. Suma de n términos de una progresión 
geométrica 


Además de los símbolos utilizados antes: sea S, la suma de » 
términos de una progresión geométrica. Entonces: 


S, =a+ar +ar? + 4 ar7? 4 gr! (1) 
Multiplicando en ambos lados por r: 


rS, =ar + ar? + ar + 4 ar! 4 ar" 2) 


E 


Sucesiones 309 


Restando (1) de (2): 
rS, — $, = ar" — a 
Salr — 1) = a(r" — 1) 
_a(r" — 1) 


S, (3) 


r-1 
Si es resta (2) de (1), la fórmula resulta: 


_all — r”) 


S, 
lr 


(4) 


Si r positivo y r > 1, debe usarse la fórmula (3). 
Si r < 1 o negativo, debe usarse la fórmula (4). 


Nota.—AÁ menudo será necesario usar logaritmos para evaluar 
r”. Sin embargo, no pueden usarse para evaluar toda la fórmula. 


EJEMPLO 1. Hallar la suma de siete términos de la p.g. 2, 3, 4,5, ... 


r= 3 = 1,5 
7 L 
Empleando S = a(+" — 1)r — 1, y sustituyendo: 


_ ALS” —1) 
METE 


para hallar 1,5” pueden usarse los logaritmos. 
Sea x = 1,5”. Entonces, tomando logaritmos: 


log x = 7log 1,5 =7 x 0,1761 = 1,2327 = log 17,09 
2(17,09 — 1) 
0,5 
64,36 = 64,4 (aprox.) 


1,57 = 17,09 = = 4 x 16,09 = 


16 EJEMPLO 2. Hallar la suma de siete términos de la p.g. 4, —8, 


r=-2 


o de 
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Empleando $ = a(1 — r")/(1 — r), y sustituyendo: 


AL (NT (14128) 4 Ñ 


SERIES GEOMÉTRICAS INFINITAS 


21.13. Series crecientes 


Cuando la razón común de una progresión geométrica es mayor 
que la unidad, como sucede en las p.g. 


1, 2,4, 8, ... 
2,5, 7,5, 22,5, ... 


los términos aumentan de magnitud y la suma de un número n de 
términos aumenta según aumenta n. Si el número de términos crece 
sin límites —es decir, n se hace mayor que cualquier número que 
se escoja, por grande que sea— la suma de éstos también crecerá 
sin límites, es decir, se hará infinitamente grande o, utilizando la 
expresión matemática, tenderá a infinito, el cual se denota por el 
simbolo oo. 

Es posible decir entonces que si el número de términos, », 
tiende a infinito, la suma de estos términos, Sn, también tiende a 
inifnito. Esto puede expresarse mediante la siguiente notación. Si 


ñ —=>00, entonces $, => 00 


21.14. Series decrecientes 


Si la razón común es numéricamente menor que la unidad, como 
sucede en las siguientes progresiones 


11.1 
3 6' 12 .. 
0,2, 0,02, 0,002, ... 
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entonces, según aumenta el número de términos, la magnitud de 
los mismos disminuye. Empleando las mismas expresiones que an- 
tes, puede decirse que, si 1 aumenta indefinidamente, los términos 
de la p.g. disminuyen indefinidamente y llegan a hacerse infinita- 
mente pequeños. 

Sin embargo, ya no puede decirse que la suma de los términos 
aumente sin límite si el número de éstos crece sin límite. Este tema 
se tratará más adelante. 


21.15. Decimales periódicos 


En Aritmética hay un ejemplo que ayudará a obtener conclu- 
siones sobre esta importante cuestión: los números decimales pe- 
riódicos. Es sabido que: 


s 0,1111 
q. sá 


donde 1 se repite sin límites. 
Este número es, de hecho, la serie geométrica 


Que tiene un número ilimitado de términos. Este es un ejemplo 
de lo que se llama serie infinita. Sin embargo, la suma de esos 
infinitos términos, es, en última instancia, igual a la fracción fi- 
nita 1/9. 


Si se calculan las sumas de números finitos de términos, se 


Obtiene: 
1 
35530 
cal A ot 
2107 102 102 
1 l NN. Hi 
S3= + — + e El 


Y asi sucesivamente. 


BN 
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La diferencia entre 1/9 y las sumas es: 


9%=9 
1 1 
a 
9 “> 900 
ad 
9 “* 9000 


y, en general, hallando mediante la fórmula la suma de n términos: 


_a(l —r') 


l—r 


S, 


se obtiene: 


1 1 
a) 1 1 1 1 
E E (1-5) = 


9 9x10" 


Al estudiar estos resultados se observa que la diferencia entre 
1/9 y las sumas sucesivas, S,, S,, $3, ..., S,, disminuye según aumenta 
n. En general, la diferencia entre 1/9 y la suma de n términos es 
1/(9 x 10”). 

Esta diferencia decrece ilimitadamente según crece n ilimitada- 
mente. Es decir, la diferencia tiende a cero y la suma tiende a 
igualarse a 1/9. Nunca puede ser mayor que 1/9. 

Usando la notación anterior puede expresarse el resultado así: 


según n>0 , S.>7 


Hay, por tanto, un límite al cual tiende S, y que no puede ser 
sobrepasado. 


o ¿y 
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Una analogía geométrica 


El que la suma de una progresión geométrica tienda a un lí- 
mite puede ilustrarse gráficamente mediante la representación de la 
serie: 


NS 1 
A E AOS MA E E EP A 
ES Y 02 223" 


Se toma el área del rectángulo ABCD como la unidad (Fig. 21.1). 


E G 
A B 
aa dll foo 
D F H C 
Figura 21.1 


Sea E el punto medio de AB, y por él tracemos EF, perpen- 
dicular a DC. 

Entonces el rectángulo AEFD representa 1/2 de la unidad. 

Dividiendo en dos el rectángulo EBCF por GH, se obtiene el 
rectángulo EGHF, que representa 1/4 o 1/2? de una unidad. 

Siguiendo con el proceso de división del rectángulo que queda 
tras la primera división, se obtiene una sucesión de rectángulos 
Cuyas áreas representan los términos de la serie anterior. Estos 
rectángulos disminuyen su área según representamos más y más 
términos de la serie. 


El rectángulo AKLD representa la suma de cuatro términos de 
la serie: 


dr 
22? + 


Según se hacen más divisiones, y se representa mediante el rec- 
tángulo la suma de más términos, el área de este rectángulo se 
aproxima más al área del rectángulo completo, es decir, a la uni- 
dad, pero nunca puede sobrepasarla. En consecuencia, el limite al 
Que la suma de la serie tiende según se aumenta ilimitadamente 


0 
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el número de términos es 1, valor que no puede superarse, cual. 
quiera que sea el número de términos que se sumen. 
Si se suma la serie 1/2 + 1/2? + 1/2? + -- utilizando la expresión: 


5, 0 Ar) 
l—+r 
se obtiene: 
1 IV 1 1N" 
se | AU E 5 1 A 
0) 1-6 
S. = = 
y] E 
2 2 
De donde, 


1 n 
Sa=1=f-= 
(,) 
Estudiando este resultado, se ve que (1 /2Y' decrece según aumen- 


ta n. Si se incrementa » indefinidamente, (1/2) disminuye sin límite, 
esto es, tiende a cero. 


Por ello, puede decirse que S, > n según n => 00. 


21.16. Suma de infinitos términos 


Lo visto anteriormente sugiere un tratamiento general de esta 
cuestión. Empleando: 


al —r 
5, - Ur) 
l—r 
esto es, 
—- ar 
o: r 
lr 
se tiene: 
s a r 
A A l—r 


a 


AA ad 


- 


JAR'23 
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Si r es un número puramente fraccionario, es decir, está entre 


+1 y —1, el valor de r”, en a(r"/1 — r), disminuye según aumenta n, 
o, expresado con la notación anterior, 


según 1 => 00 >0 


r 
, PFP =>0 y a: 
l—r5 
Asi, S, tiene a a/(1 — r) como límite. 
Esta es la suma limite de la serie, la suma de infinitos términos, 
que se representa por S,,. Entonces: 


EJEMPLO 1. Súmense todos los términos de la serie: 


11 
OS 
2 SS 
Aquí a =2, r = 1/4. 
2 3 8 
So =— =23+:=5 
1 4 3 
loz 
4 


EJEMPLO 2. Hallar la suma de todos los términos de la serie: 


1 
$14 
5 


Aquí, a=5,r= —1/5. 


21.17. Interés simple e interós compuesto 


La acumulación de dinero por la producción de intereses de 
Un capital proporciona ejemplos de progresiones aritméticas y geo- 
métricas. Cuando se obtiene un interés simple por el dinero, los 
Intereses se pagan anualmente, pero no se añaden al capital. 


O 
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Por ejemplo,:los intereses devengados por 100 pesetas al $ por 
100 durante 1, 2, 3... años, serán 5, 10, 15, ... pesetas. Estos forman 
una progresión aritmética; el valor de los intereses varía directa. 
mente con el tiempo. 

Pero si el préstamo es a interés compuesto, los intereses se 
añaden anualmente al capital y el interés del siguiente año se 
calcula sobre la suma de ambos. 

Supóngase 1 peseta invertida al 5 por 100 de interés compuesto. 
El interés en el primer año es 5/100 pesetas o 0,05 pesetas. 

Entonces, el importe al final del año es 1,05 pesetas, y si lo 
invertido fueran P pesetas, al final del año habría P x 1,05 pesetas. 

En consecuencia, la razón del capital al final del año respecto 
al del principio es siempre 1,05. 

Esto equivale a la razón de una progresión geométrica. Por 
tanto, el importe al final del segundo año es: 


P x 1,05 x 105 =P x 1,05? 
El importe al final del tercer año es: 

P x 1/05? x 1,05 = P x 1,053 
El importe al final del cuarto año es: 

P x 1,05? x 1,05 =P x 1,05* 
El importe al final del n-ésimo año es: 

P x 1,05" 
Estos valores del capital al final de años sucesivos, es decir: 
Px105 , Px105? , Px1053.. 


forman una progresión geométrica. 
Sea M el valor del capital al cabo de n años entonces: 


M = PR" 
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En esta expresión, tal como se ha visto en otros casos, puede 
tomarse cualquiera de las cuatro cantidades como incógnita. Asi, 


M 


P== 
R” 


Esto permite hallar la cantidad de dinero que producirá M pe- 
setas tras n años. También: 


de donde puede obtenerse la tasa de interés. Y también: 


nlog R = log M — log P 
_ log M — log P 
Al log R 


de donde se halla el tiempo requerido por P para formar el capital M. 


21.18. Valor acumulado de pagos periódicos 


Supóngase que se invierten P pesetas anualmente durante 10 
años al $ por 100 de interés compuesto, realizándose la inversión 
al principio de cada año. 

Mediante la fórmula anterior: 

Las primeras P pesetas, al cabo de 10 años importan: 


P x 1,0510 
Las segundas P pesetas, al cabo de 9 años importan: 


P x 1,05? 
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Las terceras P pesetas, al cabo de 8 años importan: 


P x 1,058 


Y, finalmente, las últimas P pesetas invertidas están sujetas a 
interés por un año e importan: 


P x 1,05 


Entonces el valor acumulado de las inversiones suma: 


Px 105% + Px 1/05 4 Px 1055 + --- + P x 105 


o, invirtiendo el orden de la serie, 


Px105+Px105? + P x 1,057 + -- + Px 1,0510 


Esta es una serie geométrica, mediante la fórmula: 


dt 
r=1 


el valor acumulado de las inversiones es: 


1,05(1,05*% — 1) 


x P 
1,05 — 1 


21.19. Anualidades 


Una anualidad consiste en una serie de pagos iguales que se 
extienden durante un determinado periodo de tiempo. 

Un arrendamiento de terrenos es una transacción financiera pa- 
recida, donde el propietario absoluto del terreno recibe una cantidad 
anual, denominada canon de arrendamiento, durante el número de 
años especificados en la cesión. Los arrendamientos y anualidades 


A an 
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son negociados frecuentemente. El método de calcular la cantidad 
que debe pagar el inversor se basa en los resultados anteriores. 
Esta cantidad dependerá del tipo de interés que el inversor desee 
obtener de su inversión. 

Supongamos que el interés es del 4 por 100. 

El precio se obtiene hallando el valor actual de cada uno de 
los pagos de la siguiente forma: 

De la expresión: 


M = PR" 


se obtienen: 


P es la cantidad que produce M en n años a la tasa de interés 
dada; se denomina valor actual de M con vencimiento en n años. 

Si el pago anual es de A pesetas, y su valor actual es P, la 
cantidad a pagar con vencimiento a 1 año es: 


A Á 
P=2=%= 
R 1,04 
si la tasa de interés es 4 por 100. 
El segundo pago será: 
Á 
P= 
1,04? 
Y el tercer pago: 
Á 
P=--- 
1,04? 


y así sucesivamente. 
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Por tanto, el valor actual total es: 
x 


A A Aa, al E a ] 
e + AS + ... = — ... = 
1,04 — 1,042 — 1,04? 


A 1 
0,04 1,04" 


Esta fórmula es válida para cualquier valor de 4. 
Los términos de la serie anterior son decrecientes, y si la anuali- 
dad es vitalicia, o el arrendimiento es por mucho tiempo, el valor ac- 


tual es prácticamente igual a la suma de la serie de infinitos tér- 
minos. Es decir, 


1 1 
1,04 1,04 1 
alor actua l n 104 — 1 0.04 
1,04 1,04 


1 
= AX AS 


Se dice entonces que el canon de arrendamiento amortiza la 
compra del terreno en 25 años. Este periodo se haya, en todos los 
casos, dividiendo 100 por el tanto por ciento. 


EJERCICIOS 


Il. Escribir los tres siguientes términos de las progresiones: 
a) 5,7,5, 10, ... 
b) 12,8,4,... 
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Cc) (a + 3b), (a + b), (a — b), ... 

d) 2,7, 4, 5,3, ... 

€) x—-YxXXx>+Y.. 
2. Hallar los términos quinto y octavo de la p.a. cuyo primer 
término es 6, y la diferencia común es 1,5. 


3. Hallar el término 2p-ésimo de la p.a. cuyo primer término es 
6 y la diferencia común es 2. 


4. Hallar el término n-ésimo de la serie cuyo primer término es 
(x + 2) y la diferencia común es 3. 
5. Hallar el término vigésimo quinto de la serie 0,6, 0,72, 0,84... 


6. El cuarto término de una p.a. es 11 y el término sexto es 17. 
Hallar el décimo término. 


7. El quinto término de una p.a. es 11 y el noveno es 7. Hallar el 
término decimocuarto. 


8. ¿Qué posición ocupa el término 36,5 en la p.a. 2,3, 4,2, 6,1, ...? 


9. Hallar las sumas de las siguientes p.a.: 
a) 15, 16, 18, ... hasta diez términos. 
b) 9,7, 5, ... hasta ocho términos. 
c) 0,8, 0,6, 0,4, ... hasta nueve términos. 
d) 8/3, 7/2, 13/3, ... hasta veintisiete términos. 


10. ¿Cuántos términos deben tomarse de la sucesión 10, 12, 14, ... 
para que su suma sea 252? 


11. ¿Cuántos términos deben tomarse de la p.a. 24, 20, 16, ... para 
que su suma sea 80? 


12. Hallar el término trigésimo y la suma de treinta términos de 
la p.a. 4, 8, 12, ... 


13. Un contratista acuerda perforar un pozo de 250 m de profun- 
didad al coste de 540 pesetas por el primer metro, 570 pesetas por 
el segundo metro, y un extra de 30 pesetas que se van añadiendo 
al precio por cada metro adicional. Hallar el costo del último metro 
y el costo total. 
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14. Un padre ingresa en la caja de ahorros 25 pesetas el día del 
primer aniversario de su hijo, 50 pesetas en su segundo aniver- 
sario, 75 pesetas en el tercero, y así sucesivamente, aumentando 
la cantidad en 25 pesetas en cada aniversario. ¿Cuánto habrá 
ahorrado cuando el niño cumpla los 16 años, incluyendo este 
último cumpleaños? 


15. Escribir los tres términos siguientes de cada una de las pro- 
gresiones: 


a) 4, 10, 25. by 16,4, 1. 
c) 16, —24, 36. d) 0,3, U,03, 0,003. 
e) 3, 0,45, 0,0675. 
16. Hallar el séptimo término de la sucesión 5, 10, 20, ... 
17. Hallar el séptimo término de la sucesión 6, —4, 8/3, ... 
* 18. Hallar el quinto término de la sucesión 1,1, 1,21, 1,331, ... 
19. Hallar el sexto término de la sucesión —0,5, 0,15, —0,045, ... 


20. Escribir la forma general de los términos pares (2n-ésimos) y 

la de los términos impares [(2n + 1)»ésimos] de las progresiones: 
a) a,ar,ar?,... b) a, —ar, ar?,... 

21. El primer término de una progresión geométrica es 1,05 y el 

sexto término es 1,3401. Hallar la razón común. 


22. El quinto término de una progresión geométrica es 1,2166 y el 
séptimo es 1,3159. Hallar la razón común. 


23. Hallar la media geométrica en cada uno de los siguientes 
casos: 


a) 3yS. b) 4,2 y 3,6. 
24. Introducir dos medias geométricas entre 5 y 13,72. 


25. Se asignó a un empleado, en un determinado puesto de tra- 
bajo, un sueldo de 1.000.000 de pesetas anuales con un incre- 
mento anual del mismo de un 10 por 100 respecto al año an- 
terior. ¿Cuánto cobra en su quinto año de trabajo? 


26. Los gastos de una empresa son de 200.000.000 de pesetas 


A 
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anuales. Se acordó reducirlos cada año en un 5 por 100 respecto 
a los del año anterior. ¿Cuánto serán los gastos en el cuarto año, 
suponiendo que en el primer año se hace la primera reducción 
de los mismos? 


27. En una progresión geométrica el primer término es la unidad, 
y el quinto es aproximadamente 1,170. Hallar la razón común. 


28. Introducir tres términos entre 5 y 80 que formen progresión 
geométrica con éstos. 


29. Hallar las sumas de las siguientes progresiones: 
a) 1,5, 3, 6, ... hasta seis términos. 
b) 30, —15, 15/2, ... hasta ocho términos. 
c) 1/2, —1/4, 1/8, ... hasta seis términos. 


30. Hallar la suma de los seis primeros términos de la progresión: 


5, 2,5, 1,25, :0 
31. Hallar la suma de los seis primeros términos de la progresión: 


24 

l, TP 

32. Hallar la suma de los seis primeros términos de la progresión: 
1 +1, + 196 + -- 

33. Hallar la suma de los doce primeros términos de la progresión: 


4+5+625+-- 


34. Si los términos primero y tercero de una progresión geomé- 
trica son, respectivamente, 3 y 12, hallar la suma de doce términos 
de la misma. 


35. Si el tercer y cuarto términos de una p.g son 1/9 y 1/3, res- 
pectivamente, hallar el término octavo y la suma de ocho términos. 


36. Hallar la suma de seis términos de: 


20 + 18 + 16,2 + -- 
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37. ¿A qué límites tienden las siguientes series según se aumenta 
indefinidamente su número de términos? 


a) 1/2 + 1/8 + 1/32 + -- 

by 1/4 + 1/16 + 1/64 + -- 

c) 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + -- 
38. ¿A qué límites tienden las siguientes series según aumenta in- 
definidamente el número de sus términos? 

a) 0,1 + 0,001 + 0,000 01 + -- 

b) 0,06 + 0,0006 + 0,000 006 + --- 

c) 0,16 + 0,0016 + 0,000 016 + --- 

¿En qué están relacionadas estas series? 
39. ¿A qué límite tiende la siguiente serie con un número infinito 
de términos? 
1 1 


A IE a 
247 8* 


Indicar la relación que tiene con la serie del primer ejercicio. 


40. Compruébese que la suma de n términos de la serie 1 + 
+ 1/3+ 1/9+.. es: 


Indicar, a continuación, a qué límite tiende esta serie. 


41. Hallarla suma de n términos de la serie 1 + a/b + a?/b?... cuando 


afb < 1. 
A continuación, hallar el límite al que tiende la serie según se 
hace infinitamente grande el número de términos. 


42. Hallar la suma límite de las siguientes series: 
a) 8/3 + 4/9 + 2/27 + -- 


b 5-1+1/5-- 
(c) 9-6+4—-- 
43. Hallar la suma de todos los términos de las series: 
a) 1 + 1/1,04 + 1/1,04? + -- by /2+14+(1//2) + 


o a ed 
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44. La suma de todos los términos de una serie es 15, y el primer 
término es 3. Hallar la razón común. 


45. Se deja caer una bola desde una altura de 10 m. En cada 
rebote llega a una altura de 0,9 veces la anterior. ¿Cuál es la dis- 
tancia total que habrá recorrido la bola en todos los rebotes hasta 
quedarse parada? 


46. La producción anual de una mina de plata está decreciendo 
en un 25 por 100 cada año respecto al año anterior. Si en un 
cierto año se obtiene una producción por valor de 25.000.000 de 
pesetas, ¿cuál podría ser el total de su producción futura hasta el 
agotamiento de la mina? 


47. Sise invierten 100.000 pesetas cada año, al principio del mismo, 
durante 10 años al 3 por 100 de interés compuesto, hallar el valor 
acumulado al año siguiente de invertir la última cantidad. 


48. Se deja acumular una pensión anual de 600.000 pesetas al 3 por 
100 de interés compuesto durante 8 años. ¿Cuál es la cantidad total 
al final? 


49. Un hombre ahorra 25.000 pesetas cada medio año y las in- 
vierte al 4,5 por 100 de interés compuesto. ¿A cuánto ascenderán 
sus ahorros al cabo de 8 años si la última cantidad acumulada 
devenga intereses durante 6 meses? 


50. Hallar el valor actual de una pensión anual de 300.000 pesetas 
durante 10 años, estimando una tasa de interés compuesto del 4 


por 100 y recibiendo el primer pago un año después de la adqui- 
sición. 


51. ¿Cuál debería ser el precio de compra de una pensión anual de 
500.000 pesetas durante 8 años, estimando una tasa del 3,5 por 100 
de interés compuesto? 


52. Un hombre desea donar a perpetuidad a una institución 
200.000 pesetas anuales. Estimando un 4 por 100 de interés com- 
Puesto, ¿qué cantidad necesita para ello? 


53. Un hombre se jubila a los 65 años, con una expectativa de 
10,35 años de vida. Recibe una pensión de 200.000 pesetas. Si esti- 


— 
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mamos la tasa de interés compuesto del 4 por 100, ¿a qué cantidad 
equivaldría lo que recibirá? 


54. Nelson y sus herederos fueron recompensados con una pensión 
perpetua de 6.000 libras anuales. Si se pretendiera sustituirla por 


un único pago, ¿qué cantidad sería, si estimamos un 2,5 por 100 
de interés compuesto? 


Apéndice 


A continuación se ofrece un breve resumen de permutaciones, 
combinaciones, el teorema del binomio de Newton y una nota sobre 
las raices de uma ecuación cuadrática. Esto puede ser de utilidad 
para estudiantes que prosigan con Cálculo Diferencial u otras ra- 
mas de Matemáticas más avanzadas. 


PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 


A.11. Permutaciones 


Considérese el siguiente ejemplo: 

Al comprar entradas de teatro, un grupo de 6 personas sólo 
pudo encontrar 4 asientos juntos y 2 separados. ¿De cuántas formas 
diferentes pueden ocuparse esos 4 asientos si no hay ninguna res- 
tricción en cuanto a la forma de acomodarse de los miembros 
del grupo? 

Tómese el primer asiento, puesto que cualquiera de los 6 puede 
sentarse en él; puede ocuparse, por tanto, de seis formas diferentes. 
Con cada una de estas 6 formas, el segundo asiento puede ocuparse 
de 5 formas diferentes, ya que hay 5 personas de donde escoger. 

Por tanto, hay (6 x 5) formas diferentes de ocupar los dos pri- 
meros asientos. 

Con cada una de las 6 x 5 = 30 formas de ocupar los dos 
primeros asientos, hay 4 formas de ocupar el tercer asiento, puesto 
que quedan 4 personas de donde escoger. 
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Entonces, hay (6 x 5 x 4) formas diferentes de ocupar los tres 
primeros asientos. 

Análogamente, el cuarto asiento puede ocuparse de 3 formas di- 
ferentes y, por ello, hay (6 x 5 x 4 x 3) formas diferentes de ocupar 
los 4 asientos, es decir, 120 formas. 

Las diferentes disposiciones de una cierta cantidad de objetos di- 
ferentes en una fila se denominan Permutaciones, el problema ante- 
rior se refería a la permutación de 6 elementos tomados en grupos 
de 4. 

Esto se expresa con una notación especial: 


Puede deducirse que si la gente del ejemplo anterior tuviera 
6 asientos juntos, el número de permutaciones, o disposición de las 
personas en los asientos, sería 6 x 5x4 x 3 x 2 x 1. Este produc- 
to de todos los números enteros del 1 al 6 inclusive se denomina 
Factorial de 6 y se expresa como 6!. 

En general, el producto de los números enteros del 1 a n inclu- 
sive, se expresa por n!. 

Así, 


n! = n(n — 1)(n — 2)...3-2-1 


y se denomina factorial de n. 


A.2. Permutaciones de n elementos tomados 
der en r, o 7P, 


Este es el tratamiento general para el caso particular anterior, 
el método adoptado para hallar la fórmula es el mismo. 

Hay r posiciones para ocupar y se puede escoger entre n objetos. 

La primera posición puede ocuparse de n maneras. 

La segunda posición puede ocuparse de (n — 1) maneras. 

Puesto que a cada una de las n formas de ocupar la primera 
posición pueden asociársele todas las maneras de ocupar la segun- 


da posición, hay, por tanto, n(n — 1) maneras de ocupar las dos 
primeras posiciones. 


Apéndice 329 


Análogamente, hay n(n — 1)(n — 2) formas de llenar tres posicio- 
nes y n(n — 1)(n — 2)X(n — 3) formas de llenar cuatro posiciones. 
Entonces puede deducirse que hay 


n(n — D(n — 2)(n — 3)...[n — (r — 1)] 
formas de llenar las r posiciones. 
”P, = n(n — 1)in — 2)(n — 3)...(n — r + 1) 


Si los n objetos se ordenan todos de diferentes maneras, en- 
tonces el último factor se hace (n — n+ 1) o 1. 


A.3. Combinaciones 


El problema anterior, el número de formas diferentes de ocupar 
4 asientos por 6 personas, podria haberse resuelto de otra manera. 


1. Podía haberse hallado el número de diferentes grupos o 
conjuntos de 4 que podrian haberse formado con 6 personas. 


2. Cada grupo podía haber ocupado los asientos de 4! formas 
diferentes. 


El producto de estos dos números debe dar el número total de 
formas de ocupar los 4 asientos, esto es, las permutaciones de 6 ele- 
mentos tomados de 4 en 4. En este momento la única dificultad 
está en hallar el número de grupos. 

Sea x el número de grupos. Entonces, según el razonamiento 


anterior 
x-4! = $P4 
x= Pi NN 4! 


De este modo puede hallarse el número de grupos cuando se 
conoce el número de permutaciones. 

Dichos grupos se denominan combinaciones y se utiliza una no- 
tación similar a la usada para las permutaciones para expresarlos. 


X 
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Así, se expresa como *C, el número de grupos o combina- 
ciones de 6 elementos diferentes tomados de 4 en 4. En general, el 
número de combinaciones de n elementos de r en r se denota por 
"C, o Cr. 


A.4. Las combinaciones de n elementos tomados 
de ren r 


Empleando el mismo razonamiento de antes puede deducirse que: 


"C, =”P, = r! 
PEO a Ut 
> r! 
Así, 
z n(n — 1) 
E 
O a 
3! 
10x9x8x7 
10C AS A 
ii 1x2x3x4 210 
8x7x6 
8 
Car = == 
E 1x2x3 6 


TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON 


A.5. Productos de binomios 


En el apartado 10.1 se mostró que: 


(x + ax + b) = x? + x(a + b) + ab ' 


¿ 
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Usando los métodos empleados en ese capítulo, puede demos- 
trarse que: 


(x + ax + bx + <= x* + xa + b +) + x(ab + bc + ca) + 
+ abc 


Debe observarse que: 


1. La expresión está ordenada en potencias descendientes de x. 


2. Los coeficientes de las potencias, excepto el primero son 
todos los posibles conjuntos de las letras a, b, c: 


a) De una en una. 
b) De dos en dos. 
c) De tres en tres. 


A partir de la forma en que se ha construido este producto, 
es posible deducir el producto de: 


(x + ax + blx + olx + d) 


Disponiendo las potencias de x en orden descendiente, los coe- 
ficientes de estas potencias será: 


4 


x*: la unidad. 


x*: suma de las letras de una en una, esto es, 


(a+ b+czw+d) 
x”: suma de las letras combinadas de dos en dos, esto es: 
(ab + bc + ad + bd + cd + ac) 
x: suma de las letras combinadas de tres en tres, esto es, 


(abc + bed + acd + abd) 


El término independiente de x es abcd. La expresión completa 
del producto es: 


x* + xa + b+c<+d)+ xUab + be + cd + ad + bd + ac) + 
+ x(abc + bed + acd + abd) + abcd 
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Como se ha visto en el apartado 1.4, el número de formas de: 


a) Agrupar 4 letras de 1 en 1 es *C, = 4/1 = 4. 

b) Agrupar 4 letras de 2 en 2 es *C, = 4- 3/1 -2 =6. 

c) Agrupar 4 letras de 3 en 3 es *C3 =4-3-2/1-2-3 =4, 
d) Agrupar 4 letras de 4 en 4 es *C, = 1. 


Haciendo en el producto anterior b=c=d=a, el lado iz- 
quierdo de la ecuación es (x + a)?. Al desarrollarlo: 


El coeficiente de x? es (a + a + a + a) = 4a. 
El coeficiente de x? es 6a?. 
El coeficiente de x es 4a?. 


El último término es a*. Entonces: 


(x + ay? = x* + 4x%a + 6x?a? + 4xa? + a* 
(x+ a =x* +*C,x%a + *Cox?a? + *Caxa? + a? 


Por un proceso análogo, puede obtenerse el desarrollo: 
(x + ay =x5 + 5C,x%a + *C2xda? + $Cax?a? + Caxa? + a? 
A partir de estos resultados puede deducirse el caso general, así: 


(+ a = EC la RC ta CA 
n(n — 1) 
2! 


(x+a=x"+nx" la + "2? + 


— lin — 2 
+ Sa ads dá 


Esto es el teorema de desarrollo del binomio de Newton. 
El razonamiento anterior es independiente de los valores de 
x y a. Se mantendrá, por tanto, si se sustituye a por —a. Entonces: 


=1 
aa a pobla 


id 
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Puesto que las potencias impares de (—a) son negativas y las 
pares son positivas, los términos serán alternadamente positivos y 


negativos. Por tanto: 


ES A n—-1 n(n — 1) n-2,2 _ 
(x— a” =x nx SETE x”" “q 

n(n — 1)n — 2) 
— —————_—_——— X 


n-3 Mbs Any 
E Ñ Y 


Haciendo en los resultados anteriores x = 1: 


nn—D ,  nn— 1)Nn-— Des 


13 * 1-2-3 ANS 


d1d+a”"=1+n+ 
y 
n(n — 1) 2 Mn — 1)(n — 2) S 


Le 1-2:3 a 


(1l—a”"=1—na+ 


Toda expresión binómica puede reducirse a uno de los tipos 
siguientes: 


(x + a) 


Il 
TS | 
pa] 
rs 
La] 

+ 
E] 
NA 
y) 
I 
El 
cs 
e 
+ 

|! 
<— 
ll 


Análogamente, 


(x — ay = e = a) 
Xx 


Una demostración completa de este teorema requiere un cono- 
cimiento de Algebra más profundo que el que se ofrece en este libro. 
Su demostración anterior supone que n es un número entero positivo, 
al usar posteriormente el teorema se planteará la cuestión de su 
validez para exponentes fraccionarios y negativos. 


“o 
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Puede demostrarse la validez de la fórmula para todos los valores 
de n. Por ejemplo, con n = 1/2, 


1), 6-)6-3 
E a e - x 
2 1-2 1-2-:3 


Si n es un entero positivo, se llegará a alcanzar un término 
en la serie en el que uno de los factores 


n(n — 1)(n — 2)... 


llegue a ser (n — n) y se anule, asi como su término correspon- 
diente y todos los que le siguen. 

Por tanto, el número de términos es finito y será claramente 
n+1. 

En consecuencia, al asignar un valor a x en (1 + x)”, la suma 
de la serie será un número finito y se dice que la serie es con- 
vergente. 

Pero si n es fraccionario o negativo, ninguno de los términos 
n(n — 1)(n — 2)... se anulará y el número de términos de la serie se 
hace infinito. Si la suma aumenta sin limite según aumenta n, se 
dice que la serie es divergente. Sin embargo, puede demostrarse 
que si x, en (1 + x)”, es numéricamente menor que la unidad, la 
suma de la serie tenderá a un límite, como pasaba con ciertas series 
geométricas (Ap. 21.18). Cumpliendo esta condición, la serie es 
siempre convergente. 


RAÍCES DE UNA ECUACIÓN CUADRÁTICA 
Escribiendo la ecuación cuadrática genérica 


ax?+bx+c=0 


en la forma: 


(CEN 


Xx 


A EN 


q 


JAR'23 
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la solución es: 


—b+ 2-4 
7b+ yb? = 4ac at (Ap. 148) 
a 


Sean a y £ las dos raices. Entonces: 


+ = 
ab 2a 2a 
L: 528 a 3D 
2 a 
= coeficiente de x en la ecuación (1) 
Y haciendo: 


po E —=b— yb? — 4ac _ 
e 2a 2a a 
_ (by — (/b? — act? c 
O e 


4a a 
= término independiente de x en (1) 


Resumiendo, 


b 
a+ f= —- 
a 


a-B=-=- (Ap. 10.1) 


Naturaleza de las raices 
de una ecuación cuadrática 
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Si (b? — 4ac) es negativo, la raíz cuadrada no tiene significado 
aritmético. A tal raíz se la denomina imaginaria, mientras que a la 


raíz de un número positivo se la denomina real. 
De donde: 


a) Si b? > 4ac, las raíces son reales y diferentes. 
b) Si b? = 4ac, las raices son iguales, 
c) Si b? < 4ac, las raices son imaginarias. 
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Un número como ,/—P puede escribirse asi: 


VP(ED=YP x J=1 


El número ./—1 se representa por i. 
De aquí que, por ejemplo, ./—9 pueda escribirse: 


EJ9 x (-1)= +31 


EjempPLO. Las raíces de la ecuación x? + 2x + 5 =0 vienen 
dadas por: 


-2+ 4-20 -2+y/-16 -2+4i 1+0 
A A __ E AAA<A<=MUUBA€AA KO = 1 
2 2 


x= + 
2 

Nota.—Puede verse que la gráfica de x? + 2x + 5 no corta al 
eje OX, es decir, no se hace igual a cero para ningún valor real 
de x. 


Soluciones a los ejercicios propuestos 


Capítulo 1 
n 100a 
1 1 A bb —. e A 
a) 100x. ) 100 2 > 
3. 100an + mb. 
4. a) 1.0004. b) 3x. da 
1.000 
5. 28-—n. 6 x+5350 Óó 50-—x. 
180.000 
més Sd xm b) : 
Xx Xx 
9. 2n45 
10. a x+2x-2 bx+1x-1. 
xa + yb +5 
11. A 12. -——, 13. - b. 
1.000 o a ab 
x +2 
14. , 15. b. 16. 
xy. a+ y 
17. mv+ nu 18. 100a + b. 19. xb; Y 
v 


20. Los números iniciales coinciden con m y n del resultado final. 


Capítulo 2 
¡ l. a) 10 doc.; 120. b) 104; 120. 
2. u) 5x73= 365. b) Sb= 365. 


A 
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E E 


61. 


65. 
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3a + 4b; 47. 


a) 26b. 


a) 2a + 4b, 
a) 10a + 2b. 


a) 13 


a) 8ab = 64. 
d) 4%ab + 4bx — ay = 36. 


a) 66. 
3n + 12 


4. 


19a; 47,5. 


b) 19x. 
b) 12p + 3g. 
b 2b+c-d. 


by 7. 


b) 3ax + bx = 42, 


11. 22 


b) 29. 


14. 15a. 


c) 


a, a+d, a+ 2d, a + 3d, a + 4d; Sa + 10d. 
2n +5, 2n + 8, 2n + 11, 2n + 14, 2n + 17; 10n + 55. 


12a. 


22. 


26. 


62. 


10xy. 


4ab. 


19. 


23. 


59. 


63. 


2xy. 


60abc. 


Sa?b, 


12a. 

6a + 3b + 4. 
8x + 2z. 

13. 

3xy = 45. 
30. 


20. 


24. 


28. 


21mn. 


XyZ 
24 


31x 
. —. 69. 
e 18y 
6ab? + 5 
71. 72. 
2b 
2 
—- 1 
y EA 75. 
x 
4 
TT x?y. 78. Ed 
a 
a 
SL. xy 82. —. 
es bc 
9 2xy 
85. — 86. —. 
Sq 3 
2 
89. 1 9. 3. 
y 
x? 2a? 
93 >=. 9%. —. 
y? 3b? 
2,2 
97. ? 98. “>? 
xy Cc 
Capítulo 3 
l. 15x + 182. 
3. 180? + 42a?h — 36a?c. 
S. 5x4 4x2 6. 
8 x-—2y-z 9. 
M. a—b, 12. 
14. a+5b — Se. 15. 
ID + x2y— dy +4 xy?, 


19. 
21. 


24. 


9p? + 3pg + 15g?. 
2x* + 8x?, 22. 
3 


2 


Soluciones a 


20a?* + 9b*% 
24a?*bc? * 20 
40y? —6 
A 73. 
5y? 
2 3 
AD 76. 
abc 
3b? 
79. 2070 
4 
83. — 
3a 
2 
81, 
y 
2 
91. -. 
3 
8a? 
95. E 
2. 6a? + 8ab. 
4. 8x+y. 
x. 7. 
2x — y + 2z. 10. 
a+b. 13. 
3y. 16. 
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3244 
Bn 


ad+a+1 
a . 
Sbc — 4ac + 2ab 


a?h?c? 


80. 1. 


92. 


8x + Sy — 42. 
a +7b. 
dx + 2y — 2z. 
a+b? 


18. x2+9x +23 


20. 5x?y? — 3xy + 6x?, 


64 — 9. 


23. 


3a + 30», 


25, 3a? + 2ab — 2ac. 
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35. 


41. 


2p? + p. 


Tbc — 2b? + 20? 


34 — 6a + 4b. 
2a — 10b. 


Capítulo 4 


Spa po 


10. 


12. 


33. 


044274460 
+8+2-14+4-6= 


a) MC. 
a) +5, 


b) 
b) 
b) 
b) 


e) 
h) 


b) 
e) 
h) 


b) 
bh) 
bh) 
bh) 


e) 
hi 


b) 


27. x2+3xy + 12y 


29. 13x+5. 
3 x+y. 
se ze 
2" 8 
x-( +: 37. Ma -= 2b — 3c). 


2a — 4b + 7. 4. x+2y-2- 


-6”C. 

15*C. dy) CE 
—3. cy) +8 

+4. Ad +5 
(+8) c) (—-8L 
(+3 f5 (-81 
(—8). 

—7x. c) 10ab. 
a— 7h fr —-x+% 
—8. 

2 -y-71 

5x — (6x) c) —3a—(—-100) 
(+al cd) t-al 

(— 36) «) (-361 
(+4) J) t-%3 
(+3) 

(+4?) da (DD 


13. a) (-4ab). b) (+4ab). 
Sx 
d) (-20xy) e) (-3 
y 

14. a) +24 b) +64? 

d) —6ab. 
15. a) —10x? b) a? -—p? 

d) —a? + 2ab + ac. 
16. a) +20ab?, b) 6x? + 8x. 
17. a) a, —a? a*, —aS, 

b) 4x2, —8x?, +16x*, —32x', 

b? p? p* bp? 

9 tr a 
18. +9, +3x?, —x, —2a? 
19. a) +16x. b) 5x. 

d) -—2b. e) —2£L 

9 8 h) —3x 

j) 6atc 
20. a) —b, bx 
Capítulo 5 

1 

1. a) 25 by 20 2 
3. a -16 by -10 4 
S a 126 b) —0,08. 6 
7 a) 25 b 12 8 
% a 2 b) 16 10. 
M. a 148 b) 18,75. 12. 
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a) 


a) 


a) 


a) 


a) 


a) 


16. 


$0. 


c) 
f) 
1) 


c) 


(— 20xy). 


5) 


+3). 
— 2ab?. 


—2xz + 2yz. 
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13. 22 14. 
1] 
17. —-. 18. 
2 
32 
20. a) a 
21. a) -—80 


22. -35. 23. 


26. 3. 27. 
30. 29. 31. 
34. 16,5 35. 
38. 15. 39. 


41. 10km. 42. 


5. 15. 
=Í, 19. 
b) 27,5 

b) —10 

8. 24. 
7 

e 28. 
3 

3. 32. 
12. 36. 
13,5. 40. 
40. 43. 


44. 4 hombres; 60 pesetas. 


46. Hijo 8 años; padre 32 años. 


Capítulo 6 


4. 85,6. 


7 45 


10. 1.390 (aprox.) 


313 
13 r= ; 
¿ q 


14. 


154, 


0,616. 


31,4. 


18,8. 


72,5. 
21, 23, 25. 


16. 29, 


mw 
A 
A] 


29, 2,7. 


33. 36. 


37. 42. 


11,9 cm, 10,1 cm. 


45. 5. 


47. 30. 
48. 80 a 18 pesetas y 40 a 12 pesetas. 49. 23, 


Fx 112 x 105 
B= aer ES 
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4 
mi een 
W 


16. 
v? — y? 1 V 
] = = 19. V =IR. b R=-:0L 
18. s Y 175 9. a) ) A 0 
2. n= deca MM 
r 9 p 
22. a 23. 2a 24. p. 
25. 4b 4 Y mm. PES 
a b 

2(b — a) 6 — 19b 
28. A 29. 3a 30. p 

2b — 12 3b 1a 
31. 3a 32. 1 33. Er 

a? + p? m 
34. a 35. 

a-b S n-3 
Capítulo 7 
l. x=3 y=6. 2 x=5y=8. 
3 x=12y=3, 4 x=8,y=3. 
S. x=3J) y=1 6 x=4 y=5 
7 x=7,y=4. 8 x=/10,y=7. 
9 x=6 y=5 10. x=3,y=10. 
ML. x=6y=10 12 a=5,b=->. 
133 a=-2b=3 14. =-24q= 

$ 
15. AL 16. x=9,  y=13 
3 

17. aRTADSS 18 x=6 y=-4 
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19 x=8, y=12 20. x=1,35, y =27. 
2l. x=4y=2 22. P=158, 0 = 0,32. 
15 
23. a 24. x=12 y=6. 
5 x=12y=10 26. 16, 12. 
27. 20,7. 28. 10, 6. 
29. m=2,b= —3. La ecuación es y = 2x — 3: para x =16, y =9, 
30. m=20,b=10, 3L a=05,b=06. 


32. a=-—136,h=1,338. 33 10m, 6óm. 
34. 3,75 pesetas; 2 personas. 

35. Corbata 49 pesetas; calcetines 24 pesetas. 
36. u=10,a=6, 125 m. 


Capítulo 8 


10,4*C. 
Hombres: a) 339. by 18,1 
Mujeres: a) 36,8. b) 20,2. 
4. a) 44,2 kg. b) 65 kg. c) 1,5 kg. 


5. Es poco realista hacer deducciones precisas basándose en gráficas (que, 
en cualquier caso, no son regulares). Sin embargo... 


a) 1978-9. b) 126.000. c) 1978-9. 
6. 25,1 m/s. 


7. P = 1.330 pesetas es erróneo y debería ser 1.500 pesetas. 
1.280 pesetas; 250 pesetas: 3.650 pesetas. 


Alrededor de 360 kilotermias. 


3,45; —1,45, 


m ¡la NA 


E 0 


a e 


JAR 
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Capítulo 9 
L a 2 b -2 2. a) —l b- 
5 5 
E a E a) 3. b 2 
3. a) a b) 4 4 a) ) 
1 
5 a 4 b) 6. 6. a) — 7 b 1. 
a=2,b=3. La ecuación es y = 2x + 3. El punto de corte es 3. 
x+2y=4. 
Á, (4, 4); B, (4,6, 1,2); C, (-2, 3); 
D, (4, —2); E, (—- 1,4, 34); F, (3, 0); 
G,.(0, — 3). 
10. (1,12, 1,12). 12. (2,2). 


13. Están situados en una línea recta paralela a OX. 

14. Aparecen en una línea recta que pasa por el origen. 

1S. Para cada punto de ella, la coordenada de x es +3. 

16. Todas las líneas pasan por el origen con diferentes pendientes. 
17. Todas las lineas son paralelas con pendiente de 45”. 

18. Todas las líneas son paralelas con gradiente 1/2. 

19. Todas las líneas cortan al eje OY en el punto 2. 


20. Los puntos de corte son: 


a) 15 y 3. b 4y-2 d) 2y5. d) 25 y -2. 
2l. a) x=4, y=3, bx=3y=1 
ct) x=-2y=2. 
22. a=3;-L 23. b=1;1. 
24. a=3,b= -—2. La ecuación es y = 3x — 2; -2. 
25. y=2x+23, 


26. 3y-2x=7. Gradiente = 


um! 


27. y-x=2. Gradiente = 1. 
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Capítulo 10 


ab + ay + bx + xy. 

acxy + adx + bey + bd. 

ax — bx — ay + by. 

ab — ay + bx — xy. 

ab — 3a — 2b + 6. 

ab — 3a + 2b — 6. 

a?b? + 9ab + 18. 

x? — 13x + 30. 

x? — 7x — 30. 

x2 — 12xy + 32y? 

x? — 4xy — 32y? 

9x? — 27xy + 20y”. 

6x? — 11x + 3. 

1 - y — 12y?. 

14x? + 29xy — 15y?. 

a+b. 

12. 

a x-— y. 

o) 1+x. 

x? + 4x +4. 

a? + 6ab + 9b?. 

dx? + 4xy+ yA 

a?b? + 20ab + 100. 

16x? + 40xy + 25y?. 

25x?y? + 60xy + 36. 

25x* + 30x?y? + 9y?. 
1 


2,2 
AA 
AN 


b a+28 
d) 3 +3x2%a + 3xa? +a?. 


E 


37. 
39. 
41. 
43. 
45. 
47. 
49. 


51. 


ce + ef + de + df. 
ab — ay — bx + xy. 
ab + ay — bx — xy. 
ab + 3a + 2b + 6. 
ab + 3a — 2b— 6. 
x? + 12x + 35. 

x2 4 13x + 30. 

x? + 7x — 30. 

p? — 4p — 96. 

x? + 4xy — 32y?. 
2a? + 9ab + 10b?. 
28x? + 15x + 2. 
9x? — 9x — 4. 

18x? — 27x — 5. 
18a? — S7ab + 35b?. 
a+b-c<c. 

Sy — 5x =055. 


x? — 4x +4. 
a? — 6ab + 9b?. 
x? — 4xy + 4y?. 


x?y? — 6xy +9. 

16x? — 40xy + 25y”. 
1 — 20x? + 100x%, 
9x2y? — 12xy? + 4y“. 
1 2 


1 
e 
ay y 


92. 


94. 


A 
3 9 
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+ 2xy+ y? 4 2x4 2y+ l. 


1 — 2x + 4y + x? — 4xy + 4y?. 


a? + b? + 0? + 2ab — 2ac — 2bc. 


x2 + y? 4 22 — 2xy + 2xz — 2yz. 


4x2 + 9y? + 252? + 12xy — 20xz — 30yz. 


16a? + 4b? + 1 — 16ab — 8a + 4b, 
61. 
63. 


A+ 3x?y + 3xy? + y?. 
a? + 6a? + 12a +8. 

p? + 3p?g + 3pg? + q. 
8x? + 12x?y + 6xy? + y? 
2714? — 270? + 9a — 1. 
2xy. 

40x. 

4a(x + a); 256 m?. 
ad—x? 

a? — 4p?, 

4x? — 1. 

lat 

xy 


144x?y? — L 


(x + y)? — 22 
(a + 3bY? — 1. 
a Abro 


x — 3x2y + 3xy? — y, 
a? — 64? + 12a — 8. 

p? — 3p*q + 3pq? — q. 
x? — 6x?y + 12xy? — 8y?, 
1 — 9b + 27b? — 27b, 
a) 4ab. b) —4ab. 
9y? + 18y + 9; 36. 

2a(x + y + 2a). 

pq? 

16x? — 9, 

1 — 36x?. 

4x* — 1. 


4 - Uy +2 
y 


A 
4 9" 
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Capítulo 11 


6(x + 2) 
212x + y) 
Txy(2xy — 1). 
ala — b + c). 


a?(15a — Sb + 3b?). 


. abía + b-—.c). 


7,413? + a?). 


pop p 


10. 


12. 


18,6(18,6 + 1,4) = 18,6 x 20 = 372. 


(a + Dx + y) 
(a + db + e). 
(x + px + g). 


- (a + SXb + 6). 


(a — SXb + 6). 
(ax — bx + a) 


. (x+2X(x + 1) 


(x + 3)(x + 2). 


- (x+6)lx + 1) 
. (x — 10yXx — 2y) 


(xy + 6Axy + 9) 
(y — My — 1) 


. (x— 2)Ux + 1). 

. (x+ 3yAx — 2y). 

. (b— 3Xb + 1). 

. (x + 16Xx — 3) 

. (x— 11yAx + 10y). 
. (a — 4a + 3) 

- (p— 36N(p + 2) 


A 


16. 
18. 


a(3b + 2). 
2a(3a — 2b). 
16(1 — 2a?). 


. x(x? + 3x — 1). 


3ac(2a — 5c). 


2 o 
312 3) 


(p + ic + d). 
(x — ylla — c). 
(x — gMx — h). 
(a — 5Xb — 6). 
(2a + 3)lb — 5). 
(x — bXx + a). 


. (x— 2lx — D. 


(x — 3)x — 2). 


. (xx +5)lx + 4). 


(a — 12bJ(a — 3b). 
(ab — 16lab — 3). 
(x — TyMx — 5y). 


. (xx + 2Mx — UD. 
. (xx — 3yAx + 2y). 
. (b + 3Xb — 1). 


(x — 161(x + 3). 
(a — 12)a + 1). 


. (p +9). — 8). 
. (1 — 5x1 — 4x). 
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(1 — 10xX(1 + 2x). 


> (p +9 — 5). 

- (3x + 4líx + 2) 
. (6x + 1(2x — 5) 
« (Qx+1lx+1 
. (2x + 1Mx + 2) 
. (2x — 312x— 1) 
. (2x — 3(3x — 1). 
. (2a— Ia + 1). 
- (2a + 3)la — 2). 


(Sb — 2X2b + 1) 
(4x — 1)1(3x + 2). 
(p + q). 

(3x + 19? 


(+) 


. (a +b+ 2). 
+. (x + 10)(x — 10). 


(2x + 3y(2x — 3y. 


. (Mx + 6y(11x — 6y). 

- (S + 4aX(5 — 4a). 

. 2(2a + Sb2a — Sb). 

- Mx + 3yAx — 3y). 

+ (+ 2y + 4z(x + 2y — 42). 


(0-5) 


- (4+x-— 2yla — x + 2y). 
- ab. 


2.100. 


. (xy — 11)(xy + 8). 


(p — 14 Hp + 89). 
(4x — 3)13x — 2). 
(9x — 2(x + 5). 


. (3x— 1Mx — 1). 
- (3x+ 1)Qx + 1). 


(Sx — Mix — 1). 
(4x + 1)3x + 2). 
(2a + lía — 1). 


- (5b + 2)(2b — 1). 


Qy — 5K4y + 3). 


. (Tc + 2X2c — 3). 


(x — 2y). 
(4x — Sy). 


a by 
mia) 


(x — y — 5. 

(ab + Siab — 5). 

(Sa + 4bkSa — 4b). 
(12p + 13pX(12p — 139). 


» (1 + 15xX(1 — 15x). 


Ax + SAx — 5). 


la + b+ coja + b-— o). 


(1 + y + 2)lx — y — 2). 


- (x— 15Kx — 1). 
. 3.000. 


880. 
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106. 
108. 
110. 
112. 
114. 
116. 
118. 
120. 
121. 


122. 


N 


124. 


630. 
a) 20. 


b) 60. 


LY — ay? + ay + a?) 
(x — 4? + 4x + 16). 
(R—1(R?+R + 1. 

(m — SnMim? + Smn + 25n7). 


1 22 *X 1 

(o +3) (0 2*3 

( 1 n, 
x yJye 


Capítulo 12 


13, 


ala + 3b) 
b(a + 2by 


2 


— ze 

(x + 1) 
b 

a 


162 
xy y? 


) 


) 


4 


10. 


12. 


107. 
109. 
111. 
113. 
115. 
117. 
119. 


3d? 
da? 


15. 

264. 

38,4. 

140. 

(x + 0? — ex + 0?) 
(1 + 2aJ(1 — 2a + 4a?). 
(2 + 3c)(4 — 6c + 9c?). 


a? + 3b 
2abía — by 


a+b 


a 


x—5 


x+s5 


x+y 
x24 xy 4 y? 


yy +1). 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 


29. 


31. 


33. 


37. 


39, 


41. 


43. 


45. 


ala + 2b) 
a=b. 


2Ab-4) 1 
b(b — 1) 10 


2x — y 


x(x — yY 

13a — Sh 

6(a? — b?y 

dx? — 20x + 4 


(x — 3)? 


7-3 
(1 - a? 
2y — x? — 2xy 
Mx + 2y) 
tía — by 


(1 — an1 — bry 


2x —1 


O RiRa 


2PQ 


P+0 
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16. 


18. 


20. 


22. 


26. 


30. 


32. 


36. 


38. 


40. 


42. 


(x + Mx -3 
x 
1 
Ax — 1) 
x+3 


—5—; 2,25. 
2 


=(x + 1) 
(x — 1x — 2 
x24+2x-2 
x(x + 2) 
—5x? — 17x 
6(x + 1M(x — 2) 
12x 
x?-9' 
a(10b — 3a) 
3b(3a — b)* 


(x — a) + t(y — b) 
(a + bO(x + ya 
—2y? 
(x — Ya + y) 
Ra Pz 
a-p 
_ RiRz 
—3R2—2R| 
S(p? — q?) 
Sp — q 
Q(P + Q) 
p=Q 


_2b+a 


P= e 
2a +b 


19] 


5 
47. 6 
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3 8 
48. 25 49. >. 
5 nde 845 
5 
sI. 3, 52. 7 53. 03. 
8 
54. 4 55. 6 56; 
57. 6 58. 8. s9. y = RE 
R=+r 


Capítulo 13 


Las respuestas con cifras decimales son, en su mayoría, aproximadas. 


L a 53 b) +2565. c) 311,87. 
2. a) +15. b) +23. c) +3,46. 
3 a) 4245 b) +2,24, c) +11. 
4 a) +141 b) +2,45. 
5. a) 3,73 00,27. b -40-2 c) 4,24 o —0,24. 
6. a) -—3,41 o —0,59, by -3o-—1l c) 0,83 o —4,83. 
7. El valor mínimo es —4, para x = 3, 
a Sól. b) 6,16 ó —0,16. 
8. El valor mínimo es —2, para x= 2 
a) 4,45 ó 0,45. br 5ó6-1. 


9. El valor mínimo es —1,1, para x= 5/4. Al sustituir x = 5/4 en la 
función, ésta se hace —1,25. 


a) 26172. b) 2,69 6 —0,19. 


10. El valor máximo es 2,25, si x = —0,5, 


Capítulo 14 


N|-= 


Soluciones a los ejercicios propuestos 


5 
SS 8. 16,75; 1,25. 9. 8,2. 
Ú 4 4 
10. 3, -4. 11. 5, -3, 12. 4,-7. 
4 14. 2 E 15 S 1 
13 3, -4 Bb pl, 
16. 3,25, —0,92 17. 1,434; 0,232. 18. 4y —15 
19. $5, => 20. 2,732, —0,732. 21. 13,14; -1,14. 
22. 6,59; —7,59. 23. 0,3 24. 0, -S. 
25. 2,2, 26. 1,2 27. 1, -4. 
7 11 
. 3, -7 29. -,-—. 30. 4,5. 
28 3 2 
3l. 2, -3. 32. 5, -7 33. —3, -10 
3 
34. 11, -6 35, 9, -5 36 a 4. 
5 1 5 3 
37. >,—1 38. 1, -. ES 
2 , 3 ss 2 4 
1 2 1 
40. -,-Z. 1. 24,5 E 
75 41 2 42 3 3, -2 
su 
43. 1,4, -2 44. > 10, —5. 45. a, b, 
E 
46. -,— 
2' a 


Las respuestas son aproximadas. 


47. 0,303; — 3,303. 48. 4,561; 0,438. 

49, 1,48; —1,08. 50. 1,43; 0,23. 

51. 2,85; —0,35, 52. 1,744; —0,344. 
53, 0,535; —6,535. 54. 3,441; —0,775, 
55, 0,427; —2,927. 56. 0,803; —2,803, 
57. 1,081; —1,481. 58. —0,130; —0,770. 
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59. 
61. 
63, 


65. 


68. 
69. 
70. 
71. 
72. 
74. 
75. 
76. 
78. 
80. 
81. 


82. 


83. 
84. 


85. 


86. 


87. 


2,591; —0.257. 60. 3,68; —0,43. 
9,75; — 1,75, 62. 2,13; —5,62. 
6,123; —2,123. a 2ó Ñ 
9 mm, 15 mm. 66. 6,53 o —1,53. 
67. 21,37, 27,37. 
5,55. La raiz negativa no tiene sentido en este problema. 


79,78. La segunda raiz es inadmisible. 

12,5, —10. 

8. La raiz negativa es inadmisible. 

15 mm, 20 mm. 73. 144 m?, 225 m?. 
7, —1. 

12. La raíz negativa es inadmisible. 

108 m?. 77. 78,4 m. 

8 y 12,6 —12 y -8. 79. 12. 
x=6y=4;x=-5y=-7. 
x=5y=2;x= -2, y = 33. 


o 71 _69 
x= » y = y X= rn? 11" 
1 1 ] 
a 6:x=3 p=-=2- 
o 3) 2) 
x= -3)y=2x=-2y=1 
4 34 
E 
I5 171 
x= y=3Jx= 19 Y = 14 * 
9 4 
A 


E 


A ni EA 
"ke rg y sn 
AE el Pa 
Tas se E P a HF 


JAR 
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6 16 
13" 


1. x=9% y=2x=2y=9x=-2y=-9x=-9y=-2 
% x=7y=lix=1,y=7 
Y x=6y=3x=-6y=-3x=3hy=6:x=-3y=-6 
100. x=3 y=1;x=15y=2 


Capítulo 15 


1. 642. 2. a!?. 3. -al. 
8 
21” = 1.024 5. 4% = 4.096. 6. 6a'b”. 
iy? 8 xim an 
10. a?»* ep». ll. a 12. quests, 
13. a? 14 3. 15. 3a% 
16. 2% = 64 17. 3 =27 18, y 
19. —Sa?h 20. a” 21. 4x?Py. 
22. o” 23 x 24. ar*!. 
28. al 26. al. e 
9 
a 
28, pr 29. 2% = 64 30. 3% = 729. 
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3. x92 
34. 4a*b8, 


3 x* 
40. x 


43. ab 


46. Y. 
47. a 8. 


49. a) 2/2 


d) 1.000. 


5. 53:1.3.3/3.9,9/3 


S2. a) 5,656. 


53. 


54, 3 


55 a) 4 


55 15675 


33, 


42. 


45. 


O —. 


f) ar? 


cx”. 


Da 
c) 1.000. 
DH 23 


57. 


59. 


a) 3,52 x 10% 


d 37 x 10) 


Capítulo 16 
1, 3, 4, 2,0, 5, 1, 3, 0, 2. 
a) 0,6990; 1,6990; 2,6990; 4,6990. 


1. 
2. 


c) 1,7226; 0,7226; 2,7226. 
Sf) 0,1588; 1,9842; 3,8433. 


Soluciones a los ejercicios propuestos 


100,/10 = 316,2. 


e) 
b) 


b) 
e) 


a) 446,7; 446,70; 44,67. 
c) 4,714; 471,4, 471.400. 


344,6. 
5.975. 
1,589. 
13,56. 
3,137. 
104,6. 
1,359, 
2,786. 


5. 

$. 
11. 
14. 
17. 
20. 
23. 
26. 


276,4. 
2,396. 
222,8. 
851,3. 
728,5. 
1,564, 
1,695. 


5,002. 
a) 0,4470, 1,4470, 2,4470. 


c) 3,9904, 4,9904, 1,9904. 
b) 4,6749. 


a) 2,7771. 
d) 53673, 


A 


1L 
1,633 x 10”. 


2,52 x 107”, 


27. 


c) 


S) 


c) 


$) 
c) 


9) 


2,2 x 102. 
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b) 0,6721, 2,6721; 4,6721. 
d) 2,9767; 0,9767; 4,9767. 


b) 87,70; 8.770; 8,170. 


d) 2.628: 5,229: 114,0. 


1.397. 
6,997. 
14,22. 
2.650. 
2,172. 
1.436. 
2,321. 
1,546. 


b) 0,6298, 1,6298, 3,6298. 
d) 2,8097, 1,8087, 4,8097. 


e) 1,7538. 


e) 3,9011. 
f) 29023. 
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30. a) 0,2159. b) 0,007 453. c) 0,03070. 
d) 0,000 440 2. e) 0,5940. f) 2,482 x 1078, 
3L a) 4,6037. b) 2,7126. 
32. a) 2,5926. b) 0,8263. e) 1,6597. 
d) 24814. 
33. a) 1,7464. b) 4,8368. c) 3,8910. 
d) 1,3673. e) 1,1958. f) 4,7913. 
34. a) 2,6856. b) 1,071 55, o 1,7754. 
d) 1,1463. e) 2,0254. f) 0,5619. 
35. a) 1,7399 by 1,7127. cd) 2,7726. 
d) 2,5598. e) 1,7266. f) 3,8973. 
36. 15,42. 37. 0,3285. 38. 001529. 
39. 5,699. 40. 0,6116. 41. 0,032 39. 
42. 004903. 43. 0,1600. 44. 85,23. 
45. 08414. 46. 0,1226 47. 1,197. 
48. 007115. 49. 1,826. 50. 1,457. 
Sl. 3,558, 52. 5,471. 53. 0,1014. 
54, 0,1429. 55. 9,399. 56. 0,3609. 
57. 003129. 58. 1,022 59. 62,84, 
60. 1,663, 61. 3,940. 62. 9.527. 
63. 896,6. 64. 102,2. 65. 516,4. 
66. 2,89. 67. 1,035. 68. 3,98. 
69. 0,795. 70. 9,81. 71. a) 3. b) 3. 
72. 530,7. 73. 4923 mm. 74. a) 1,5261. b) 3,2193. 
75. 1.200. 76. 0,8268. 


Capítulo 17 
3.600p 


a 2. 36 x 10%:1. 
604 + r : 


1. a) 100a:b, b) 


b) 25:64, co 5:12 
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b. a 
4. a) 35. e de 
a x 
5 db +<) 6 pá gá 
2 o p+qd o p+4 
ax ay be 
ó a k 8 —. 9. 17 
á x+y Kg x+y 5 a 
10. a) b,/ac. b) 4ab. e) (a+ b)Jab. 
7 7 3 5 
11 7. 12. 3 13. a) 3 b) 7 c) 4 
450 ms ca 
14. a) . ) 5 c) E 


Capítulo 18 


1. a) No. La velocidad del corredor varia a lo largo de la carrera. 
b) Si. c) No. d) Si. 
e) No. La ley que los relaciona es de la forma de las del apartado 21.15. 


2. 5 E 3. 37,5; 3,36. 
1927 
33 5 
4d y= q tr 5. s= 3,21; 8,96 m. 
6. E= E W,; 3,73 7 a 6 
e = 15 o o «. y= ia + 06. 
8. E =0,06W + 0,2, 9. F =0,42W — 0,6. 
8,578 1 27 
10. y=¿x220, y, 
y ye 5 ll. y 7 4 
12. Valores de y: 12 y 3; valor de x: 6. 
7 
1 y=¿4x:875. 14. 384; 2J/a, 
0 
5 y=%.15 
x 
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16. 


17. 


19. 
21. 
23. 
24. 


30. 


31. 


Valores de x: 2 y 15; valor de y: 10. 


1.920 
P= qa 18. 4s. 
10 m. 20. 102 mm. 
1,8. 22. 50s. 
y =8x!'* 
a) y xz. y = kxz, 
b pa _kx 
) y z? y E z? 
c) yo yx = k,/x 
z z 
d) Vxhr y = khr?. 
2 2 
e) Wa pe E 
l l 
x? xi 
f) yx« Yz y =k- 377 
25 x a 
IS 26. y=3xz2?; 8 
10 + Se 28. 81 29. 1 
12 ; 
0,241E? 
He A a) 24.000 unidades. b) 1505. 
4,1 por 100 de incremento. 


Capítulo 19 


1. 
3. 


7. 
9. 


y=6+4+3 2. y =0,42x? + 7,5. 

R =0/01V? + $. 4. H=1,08V? + 420. 
1.200 

y = 0,54 + 0,24x? 6 R= =p + 50 

y = 0,25x?, 8 y=3x0'2 

Q =5,7H935, 10. y =3,65x"?. 


Capítulo 20 


Soluciomes a los efercicios propuestos 
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La /150. b) ./288. c) ./500. 
d) ./208. e) Jda?b. PD y9x*y. 
2 a) 20/2 b 845. e) 6/3. 
d) 50/2 e) 5/15. Sf) 60,2. 
g) 2ab,/6a. 1) 3xy./2yz. 1) Sabc./Babc. 
j) 10p./1O4. k) ala — bj /b(a=5b). 1) Six — 29. 
3 a 3/5. Bb 7/2 c) 16,3. 
ad) 10/10. e 4-2 DN 7/2+ 1% 
g) (a+ b)/a—b. h) Ax — 2y) Ax + 2y). 
4. a) 2/21 b 2- 3/6 cd) 3-22. 
d) 23+4/15. e) 57 - 10,14. SN 2 
9) 38. h) 301 + 20,/3, i) a—25, 
Y 21 
2/3 Y 3/1 
5. a) 3 b) E c) 4 
JT y 6/5 
ER ia das 
W 2/35 YE 
3/7 — 42 42/3 + /2) 
y EG e IE TEEN 1) 52/17 + 3,/3). 
m) 5+2/8 nm) 6-3, ñ) mA, 
o) 2/2 JA ay EA 
Capítulo 21 
L a) 12,5, 15, 17,5, b) 0, -4, —8 
c) (a— 3b), (a — 5b), (a — Tb). d) 6,6, 7,9, 9,2. 
€) (x + 2y), (x + 3y), (x + 4y). 
2. 12, 16,5, 3. 4+4p. 4 x+3n-1. 
5. 3,8. 6. 29. 7. 2 8. 19 
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729 
9. a) 2175. by 16. cd) 0 d) > 
10. 12 1. 5u8 12. 120; 1.860. 
13. 8.010 pesetas; 1.680.750 pesetas. 14. 3.400 pesetas. 
15. a) 62,5, 156,25, 390,625, 
111 1 
Y 16 
54, 81 a 
c) , 81, 27 
d) 3x107*,3x 105,3 x 107% 
e) 0.010 125, 0.001 518 75, 0,000 227 8 (aprox.). 
16. 320. 17. pd 
234 
18. 161051. 19. 0,001 215. 
20. a) ar?! ar”; —ar? 71, ar?”. 21. 1.05. 22. 1,04. 
23. a) 3,873. b) 3,888 (ambos aprox.). 
24. 7,98 25. 1.464.100 pesetas. 26. 162.901.250 pesetas. 
27. 1,04 28. 10, 20, 40. 
29. a) 94,5 by 19,93 c) a 
E 5. 93. Pro 
315 133 
30. =— 3. 
32 243 32. 16,32. 
33. 216,8. 34. 765, 35. 27; an 
8l 
36. 93,8 aprox. 
7. a? br! y 1 
> al 3: 3 Cc 
10 6 16 


La serie de (c) es la suma de la de (a) y la de (b). Representa 
0,161616..., un decimal periódico. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


47. 
49. 
51. 
53, 
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2/3. Esta serie es igual a la (b) de la primera cuestión aumentada en una 
unidad y disminuida en el valor de (a). 


ENE l- LN e] si n= %. Donde el limite es E 
2 33 2 


16 25 27 

) 5 b) ri c) 5 
a) 26. b) A,/2 +0. 
4 
5 45. 180 m. 46. 75.000.000 de pesetas. 
La mayoria de las respuestas son valores aproximados. 
1.180.000 pesetas. 48. 5.500.000 pesetas. 
486.000 pesetas. 50. 2.430.000 pesetas. 
3.431.000 pesetas. 52. 5.000.000 de pesetas. 


1.667.000 pesetas. 54. 240.000.000 de pesetas 


al 
sa + 
m7 $ 


á 10 Y 
pee po Ys 
A 
En Sa Mo 
K Pl J 


ple S 
IS A, 


. 


2. 
La 


Eo) 


= l/s | 
lea 
EH | 

e) o . o» ml o o. 
(EE h 

e 

e 


A 
RRE > SIA 


7 ES E E E HU — A 
í e 


+ 
pp - 6 


ue -= —_ 
e EE 
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Este libro constituye una introduc- 
cion a los principios y fundamentos 
del álgebra, con particular enfasis 
en sus aplicaciones a la ingeniería 
y ciencias afines. 

El texto explica, cubriendo todos 
los temas desde el principio, los 
distintos elementos del álgebra, 
tales como ecuaciones, factores y 
exponentes, continuando con pro- 
gresiones sencillas y permutacio- 
nes. El curso se ha valorado cui- 
dadosamente, y solo requiere, por 
parte del estudiante, nociones de 
aritmética elemental. En cada 
capítulo se incluyen numerosos 
ejercicios (con soluciones), desti- 
nados a comprobar y estimular los 
progresos del lector. 
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